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Dinamično sklapljanje podstruktur v frekvenčnem prostoru
Armin Drozg







Doktorska naloga zajema razvoj hibridnega povezovanja različnih modelov za namen
preučevanja dinamike podstruktur. Doseganje optimalne učinkovitosti pri obravnavi
kompleksnih izdelkov se doseže z dekompozicijo celote na manǰse enote, ločeno obrav-
navo in ob upoštevanju robnih in začetnih pogojev povezovanje ugotovitev nazaj v
skupni odziv. Uporabnost tovrstnega pristopa je pogojena z zmožnostjo pridobitve
realnih dinamskih lastnosti sistema za vseh šest prostostnih stopenj, definiciji kontak-
tnih razmer ter upoštevanju skladnosti dinamskih ostankov med posameznimi modeli.
V delu je predlagana implementacija direktnega rotacijskega zaznavala pospeškov in
s tem prilagoditev osnovne formulacije temelječe na translacijskih odzivih na celoten
odzivni model. Doprinos razširjenega modela omogoča fizikalno konsistenten popis
kontaktov in s tem razširitev iz trenutnih togih točkovnih na prožne linijske kontakte
brez kakršnih koli strukturnih modifikacij. Osrednji doprinos v pričujočem delu pa
se nanaša na razvoj sedem stopenjskega hibridnega postopka, v katerem je izvedena
integracija različnih modelov v izbolǰsan postopek napovedovanja dinamskih odzivov
sklopljenih sistemov. Predlagana metodologija zajema sinhronizacijo eksperimentalnih
in numeričnih prostostnih stopenj z ohranjanjem realnih dinamskih lastnosti iz izmer-
kov ter iterativnem usklajevanju dinamskih ostankov. Implementacija razvitega hibri-
dnega postopka na primer realnega testnega sistema nakazuje na potencial izbolǰsanja
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The doctoral thesis covers the development of hybrid integration of different models
for the purpose of dynamic substructuring. When dealing with large-scale products,
optimal efficiency can be achieved by decomposing the whole structure to smaller sub-
structures, applying separate analysis and later based on boundary conditions couple
partial results back together. The applicability of this approach is conditioned by the
ability to obtain real dynamic properties of the system for all six degrees of freedom,
the definition of joints characteristics and the compliance of dynamic residues between
individual models. In this thesis the implementation of the direct rotational accelero-
meter and in this way the expansion of the basic formulation based on translational
responses to the overall response model. Additionally included rotational degrees of
freedom define a physically consistent behavior of contacts, and thus extensions from
current rigid point connections to flexible line contacts without any structural modi-
fications. The main contribution relates to the development of a hybrid process in
which the integration of different models improves the ability to predict dynamic re-
sponses of coupled systems. The proposed methodology introduces the combination
of experimental and numerical degrees of freedom by maintaining measured dynamic
properties from the experiment and expansion to the rest of unmeasured degrees od
freedom. Proposed hybrid process is demonstrated in a real case study, where obtained
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2.4. Podstrukturiranje v časovni domeni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.5. Podstrukturiranje z metodo stanja in prostora . . . . . . . . . . . . . . 36
xiii
3. Eksperimentalno delo v strukturni dinamiki . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1. Eksperimentalna modalna analiza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1.1. Eksperimentalno okolje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.1.2. Fourierjeva transformacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3.1.3. Obdelava signala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Slika 2.2: Shematski prikaz določitve logične matrike B. . . . . . . . . . . . . 11
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Slika 3.12: Širjenje merilne negotovosti. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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Slika 5.26: Razširitev odziva na poljuben nabor prostostnih stopenj. . . . . . . 110
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Ak / logična matrika kontaktnih prostostnih stopenj
Ak,ekvi / matrika samouravnoteženih vektorjev sil
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B̃ / reducirana Booleanova logična matrika
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uc m vektor omejitvenih prostostnih stopenj
un m vektor notranjih prostostnih stopenj pomikov
un,stat m vektor notranjih statičnih prostostnih stopenj pomikov
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NMA numerično modalno analizo (ang. ”numerical modal analysis”)
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Sodobna tehnologija je podvržena izredno zahtevnim razvojno proizvodnim procesom.
Z namenom zagotavljanja predpisane funkcionalnosti tekom celotne delovne dobe je
potrebno opraviti obsežne analize in simulacije. Slednje predstavljajo dolgotrajen po-
stopek, ki zahteva širok nabor strokovnjakov, velike procesorske zmogljivosti ter fi-
nančno breme za podjetja. V interesu optimizacije konvencionalnih celovitih pristopov
k obravnavi kompleksnih izdelkov se zato v zadnjem času veliko pozornosti namenja
uvedbi modularnih pristopov. Na področju strukturne dinamike, ki obravnava lastnosti
prožnih struktur podvrženih dinamskim obremenitvam, na pomembnosti pridobivajo
metode dinamike podstruktur (DP) [1] (ang. Dynamic Substructuring). Metode pred-
videvajo delitev obsežnih sistemov na manǰse enote ali podsisteme, ločeno obravnavo
strukturne dinamike in nato povezavo posameznih ugotovitev nazaj v celoten odziv.
Shematski prikaz postopka dinamike podstruktur je prikazan na sliki 1.1. Proces je
lahko izveden tako na osnovi numeričnega modela, kakor tudi povsem na osnovi ek-
sperimentalnih podatkov. Zaradi pomanjkljivosti posameznih pa se smernice razvoja
premikajo v njuno medsebojno povezovanje. Mešanje različnih modelov se označuje kot








Slika 1.1: Postopek delitve kompleksnega sistema na njegove podstrukture, ločena
obravnava in povezava ugotovitev nazaj v odziv celote.
Razlog za drastičen porast raziskovalne dejavnosti na področju dinamike podstruktu-
riranja se odraža v izjemnem potencialu za poenostavitev in optimizacijo analiz struk-
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turne dinamike. Med njimi velja izpostaviti nekaj ključnih prednosti, ki jih tovrsten
pristop omogoča:
Izvedljivost analiz kompleksnih sistemov, ki so preobsežne za eksperimentalno ali
numerično obravnavo kot celota.
Z analizo podstruktur je lažje opraviti lokalno strukturno modifikacijo in optimi-
zacijo.
Izpuščanje ali poenostavitev obravnave manj vplivnih podsistemov se neposredno
odraža na časovni optimizaciji.
Metode omogočajo povezovanje numeričnih in eksperimentalnih rezultatov.
Projekt se lahko razdeli med različne delovne skupine, pri čemer se na koncu
poveže njihove ugotovitve v zaključeno celoto.
Sočasno izvedba analiz na več lokacijah in skupna gradnja baze podatkov v
oblaku, ki se lahko kot posamezni gradniki ponovno uporabijo na drugih pro-
jektih.
Razvoj metod ne poteka samo na področju strukturnih vibracij in hrupa, temveč
je osnovni princip aplikativen tudi na področju dinamike tekočin in elektrotehnike.
1.1. Obravnavano znanstveno področje
Zamisel o delitvi kompleksnih struktur na manǰse enote se je prvič pojavila v drugi
polovici 19. stoletja. Natančneje, leta 1890 je matematik Schwarz predlagal itera-
tivno metodo, s katero je potrdil obstoj in enoličnost rešitve Laplaceovega problema
na primeru povezovanja predhodno poznanih lastnosti dveh preprostih analitičnih mo-
delov [2]. S tem je postavil temelje metodam reševanja obsežnih sistemov na osnovi
dekompozicije prostora (DPR) (ang. domain decomposition) (slika 1.2). Uporabnost
zgolj na enostavnih analitičnih modelih se je razširila z uvedbo postopkov diskretiza-
cije in aproksimacije modelov. Uveljavile so se Rayleigh-Ritz-ova metoda [3], metode
končnih [4] in robnih elementov. Pri diskretizaciji gre za dekompozicijo prostora na
prvi stopnji ter definicijo medsebojnih lokalnih povezav (slika 1.2 sredina). Navkljub
postavljeni metodologiji, zaradi nezadostne učinkovitosti metoda ni doživela praktične
uporabe vse do razvoja mikroprocesorjev in vpeljave numeričnih metod končnih ele-
mentov. Slednje so omogočile razcvet numeričnega reševanja in obravnavani sistemi so
postajali čedalje večji in obsežneǰsi. Zmogljivost računalnikov in numeričnih metod se
je neprestano izbolǰsevala, pri čemer so iterativni pristopi reševanja nadomestili manj
robustne direktne. Za prelomni trenutek na tem področju velja leto 1952, ko sta Hestnes
in Stiefel [5] predlagala metodo gradientnega reševanja. Ta je omogočila prenos upo-
rabnosti iz do sedaj pretežno akademskega okolja tudi na področje mehanike oziroma
natančneje strukturne dinamike. Prvo praktično uporabnost dekompozicije prostora se
s tega vidika pripisuje Hurtyu, ki je leta 1960 utemeljil metodo dinamičnega sklaplja-
nja (DS) (ang. dynamic coupling) [6, 7]. Postavljena teorija zaradi slabe konvergence
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in posledično majhne robustnosti ni doživela drastične uporabe vse do pojavitve več
jedrnega procesiranja okoli leta 1980. Vzporedno procesiranje je odpravilo številne
pomanjkljivosti, kot so učinkovitost in definiranje medsebojnih vplivov obravnavanih
pod-prostorov. Teorija dekompozicije prostora se je preko diskretizacije sistemov tako
prenesla na metode sklapljanje podsistemov, kar označujemo kot prostorsko dekompo-
zicijo na drugi stopnji (slika 1.2). Vzporedno z numeričnim pristopom so se z razvo-
jem merilne opreme metode razširile tudi na eksperimentalno področje. Leta 1988 je
Jetmundsen s sodelavci [8] definiral metodo strukturno dinamske modifikacije (SDM)
(ang. structural dynamic modification) na osnovi izmerjenih frekvenčnih prenosnih
funkcij (FPF). Pri slednji še ne govorimo direktno o eksperimentalnem sklapljanju,
predstavlja pa njegovo teoretično izhodǐsče.
Slika 1.2: Analitična in eksperimentalna dekompozicija prostora.
Nadaljnji razvoj merilne opreme, kot tudi računalnǐske tehnologije v zadnjih desetle-
tjih, je omogočil obsežen razvoj tako numeričnih, kot tudi eksperimentalnih metod
dinamičnega podstrukturiranja. Glede na njihove značilnosti jih dandanes razvrščamo
v pet domen oziroma prostorov.
V prvi in hkrati osnovni domeni, iz katere izhajajo vse ostale, so metode v prostorski
domeni. Diferencialne enačbe drugega reda, ki povezujejo linearizirane masne, togostne
in dušilne matrike iz numeričnega modela, se rešuje z Newmarkovimi [9] ali Hilbert-
Hughes-Taylorjevimi [10] časovno-integracijskimi shemami.
Naslednja domena obravnava modalni zapis, kjer se je uveljavilo področje modalne
sinteze komponent (MSK) [11–14] (ang. component mode synthesis). Slednje se lahko
aplicira na eksperimentalno kot tudi numerično pridobljene modalne parametre, vendar
je numeričen pristop bolj uveljavljen, zaradi enostavnosti in zanesljivosti numerične
modalne analize ter možnosti reduciranja obsežnih modelov. Najbolj poznane so Craig-
Bampton-ova [15], Rubin-ova [16] in MacNeal-ova [17] metoda.
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Tretja skupina pokriva frekvenčno domeno, kjer je dinamika zapisana v obliki fre-
kvenčnih prenosnih funkcij (FPF). Slednje je možno pridobiti direktno iz meritev, zato
se te metode pogosto povezuje z eksperimentalnim pristopom. Danes najbolj uvelja-
vljeni sta metodi SMURF [18] (ang. structural modification using experimental fre-
quency response functions) in LM FBS [19] (ang. Lagrange multiplier frequency based
substructuring).
Četrti sklop pokrivajo metode sklapljanja v časovni domeni, ki temeljijo na meritvi im-
pulznih odzivnih funkcij (IOF). Gre za najmlaǰso metodo imenovano tudi podstruktu-
riranje na osnovi impulznih odzivov (PIO) [20,21] (ang. impulse based substructuring).
Njihova glavna prednost je možnost analiziranja nelinearnih odzivov.
V zadnji domeni se nahaja metoda stanja prostora (MSP) [22] (ang. state-space sub-
structuring), ki povezuje tehnike identifikacije sistema s teorijo zaprto-zančnega krmi-
ljenja sistema.
Dinamika podstruktur v poljubni domeni se na osnovi numeričnih ali analitičnih mo-
delov uporablja že več desetletij. Matematično korekten postopek dinamičnega skla-
pljanja temelji na predpostavki realnih materialnih in geometrijskih parametrov pod-
struktur. Natančnost ocenjenih parametrov pa je neposredno odvisna od njihove ek-
sperimentalne dostopnosti. Tukaj naletimo na številne omejitve, zaradi česar je re-
zultat sklopljenih sistemov velikokrat povsem nesprejemljiv. Uporaba izključno nu-
meričnih ali samo eksperimentalnih podatkov torej ni zadostna, temveč je zaželena
njihova združitev v tako imenovane hibridne metode. Slednje so v dinamiki podstruk-
turiranja relativno mlada razvojna veja, ki je še v fazi razvoja. Osnovna ideja hibridnih
metod je ohranjanje konsistentnosti numeričnih prostostnih stopenj, ki se jim pripǐse
eksperimentalno pridobljene dinamske odzive. Trenutno na tem področju obstaja samo
ena celovita hibridna metoda imenovana VIKING (ang. variability improvement of
key inaccurate node groups) [23]. Iz nje sta izpeljani obliki za frekvenčni [24] in mo-
dalni [25] prostor, vendar imata obe številne pomanjkljivosti, zaradi velikega vpliva
na testno strukturo in zanašanjem na samo translacijske prostostne stopnje. Alterna-
tivo dinamiki podstrukturiranja predstavljata metodi analize prenosnih poti (APP)
(ang. transfer path analysis) [19] ter pristop karakterizacije izvora vibracij (KIV)
(ang. source characterization) [26]. Oba pristopa sicer obravnavata sistem, kot t.i.
črno skrinjo, za katero niso definirane posamezne strukturne lastnosti, vendar samo
vhodno-izhodne prenosne funkcije. Temeljno poznavanje strukturnih lastnosti torej
omogoča samo dinamika podstrukturiranja, ki je tudi osrednje področje v tej doktor-
ski disertaciji. Na podlagi povezave frekvenčne in modalne domene je namen razviti
celovit hibridni postopek dinamike podstruktur na osnovi vseh šestih eksperimentalno
pridobljenih prostostnih stopenj ter združitvi odzivov numeričnega modela z realnimi
izmerki.
1.2. Opredelitev raziskovalnega problema
V doktorski disertaciji bo osrednja tematika vezana na področje dinamike podstruktur.
Gre za postopek delitve obsežnih sistemov na manǰse enote, njihovo ločeno dinamsko
analizo ter na podlagi robnih in začetnih pogojev izvesti sklapljanje delnih rezultatov
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nazaj v odziv celotnega sistema. Postopek je za razliko od klasičnih metod končnih
elementov (MKE) prilagojen za preučevanje dinamskih lastnosti sistema. Za popis di-
namskega odziva ne potrebuje izredno goste delitve elementov, s čimer dosežemo pro-
cesorsko in časovno optimizacijo. Poslužimo se lahko izključno numeričnega oziroma
eksperimentalnega pristopa izvedbe, v našem primeru pa je želja po njuni medsebojni
povezavi v celovit hibridni postopek. Raziskovalna problematika je tako razdeljena na
tri glavna področja in sicer v prvi vrsti eksperimentalna pridobitev frekvenčnih preno-
snih funkcij za vseh šest prostostnih stopenj. Večina dinamskih aplikacij se še vedno
zanaša zgolj na translacijske odzive, zaradi številnih omejitev pri merjenju rotacij. Na
ta način se zanemari kar 75 % celotne odzivne matrike, povezane s prenosom vztraj-
nostnih momentov. Pri povezovanju dinamskih odzivov struktur je njihov doprinos
ključnega pomena za konsistenten popis dinamike spoja. V tem delu želimo posta-
viti direkten postopek za njihovo pridobitev, kar neposredno vpliva naprej na možnost
obravnave prožnih spojev. Spoje z lastno dinamiko znotraj opazovanega frekvenčnega
intervala namreč do sedaj, zaradi neobstoječe metodologije obravnave, ni moč anali-
zirati. Večina raziskav je tako koncentriranih zgolj na toge točkovne spoje, pri čemer
želimo v tem delu razširiti uporabnost tudi na linijske kontakte. Izključno eksperimen-
talni pristop ima podobno kot numerično reševanje svoje prednosti in omejitve. Iz tega
razloga je vzporedno eksperimentu nujno potrebno postaviti ekvivalenten numeričen
model. Z MKE se definirajo globalne lastnosti sistema, nad katerimi se izvede modalna
analiza. V drugem delu je problematika tako koncentrirana predvsem na ustrezno po-
stavitev numeričnega modela, njegovo redukcijo prostostnih stopenj za ujemanje z ek-
sperimentalnimi merilnimi mesti ter integracijo rotacijskih prostostnih stopenj, ki jih
večina volumskih elementov ne podpira. Rešitev modalne analize podajajo komple-
ksne lastne oblike, iz katerih je potrebno pridobiti povratno informacijo o optimalnem
naboru prostostnih stopenj za izvedbo eksperimenta. Nadalje je potrebno preveriti
možnosti povezovanja numerično pridobljene odzivne matrike z eksperimentalno pri-
dobljenimi FPF, ki nosijo realno informacijo o materialnih in geometrijskih lastnostih
sistema. Celoten postopek tako v tretjem delu predstavlja povezovanje konsistentno-
sti numeričnega modela z napenjanjem globalnih dinamskih lastnosti, pridobljenih z
eksperimentom. V tako imenovanem hibridnem postopku dinamike podstruktur je na-
men definirati set kriterijev, na podlagi katerih se ohrani zgolj nabor tistih prostostnih
stopenj, ki imajo statistično najbolǰso razmerje med koristnim signalom in merilnimi
pogreški. Operacija dinamičnega sklapljanja namreč vsebuje operacijo invertiranja, ki
v primeru slabe pogojenosti vodi v singularno rešitev ali pa vključeni merilni pogreški
povzročijo nestabilno reševanje. Vsaka transformacija signalov prav tako povzroči na-
pako iz naslova procesiranja signalov, zato je potrebno raziskati minimalen nabor ope-
racij. Ločena obravnava podstruktur večjega sestava zahteva obravnavo tako globalne
dinamike prosto-prosto vpetih teles, kot tudi površin predvidenih za povezovanje z
drugimi podstrukturami. Slednje predstavljajo kritično mesto, katerih definicija ima
ključen vpliv na prenos dinamskih lastnosti med podstrukturami.
1.3. Hipoteze dela
V doktorski disertaciji bo poudarek na karakterizaciji, razvoju in analizi postopka
eksperimentalnega dinamičnega sklapljanja podstruktur. Zajeta bo obravnava celo-
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tnega procesa od meritev frekvenčnih prenosnih funkcij do vključno uporabe metod
dinamičnega sklapljanja. Doprinos dela se bo odražal na naslednjih področjih:
Prvi cilj je raziskati vplivne parametre na eksperimentalno pridobljene frekvenčne pre-
nosne funkcije, ki odločilno vplivajo na končni rezultat dinamičnega sklapljanja. Po-
stavili bomo postopek za meritev rotacijskih prostostnih stopenj oziroma zasukov in
preverili možnosti in potrebe po vzbujanje podstruktur s čistim momentom za namene
dinamike podstruktur. Z zajemom vseh šest prostostnih stopenj v povezovalnih koordi-
natah želimo razširiti trenutno uporabnost metod iz togih točkovnih na prožne linijske
kontakte.
Drugi cilj je definirati set korekcijskih kriterijev, na podlagi katerih bo možno identifici-
rati in ohraniti prostostne stopnje z minimalnim vplivom merilnega pogreška. Preučili
bomo vpliv rekonstrukcije FPF na podlagi modalnih parametrov in njihove razširitve
na celotno odzivno matriko.
Tretji cilj se nanaša na celovito izvedbo hibridnega postopka dinamskega sklapljanja
podstruktur na podlagi numerično in statistično obdelanih eksperimentalnih podatkov.
Raziskali bomo tudi možnosti uporabe hibridnega postopka na praktičnem primeru
sklopitve dinamike dveh jeklenih plošč z linijskim kontaktom.
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2. Osnove dinamike podstruktur
Dinamika podstrukturiranja predstavlja štiri stopenjski proces, s katerim je možno
doseči poenostavitev obravnave strukturne dinamike kompleksnih prožnih sistemov.
Osnovna ideja izhaja podobno, kot pri metodah končnih elementov, iz dekompozicije
prostora na drugi stopnji (slika 1.2). Delitev obsežnih in kompleksnih sistemov je si-
cer bistveno bolj groba od same diskretizacije s končnimi elementi, vendar se ohranja
podobnost obravnave posameznih enot ali podstruktur in njihovih medsebojnih pove-
zav. Dinamiko sistema lahko definiramo z analitičnimi ali numeričnimi modeli oziroma
povsem eksperimentalno. Izbira pristopa nam definira nabor parametrov in domene,
v kateri bo potekala nadaljnja analiza. Trenutno poznamo pet domen, v katerih lahko
v teoriji dosežemo ekvivalenten zapis dinamskih lastnosti sistemov. Vsaka izmed njih
ima svoje prednosti in omejitve, vseh pet pa povezujejo naslednji koraki:
Prvi korak poteka na nivoju sistema, ki ga je potrebno razdeliti na manǰse enote,
imenovane podstrukture. Podstrukture so običajno zaključene celote ali posa-
mezni samostojni elementi večjega sistema. Med njimi je potrebno definirati
povezovalne koordinate, preko katerih bo potekalo sklapljanje. V tem koraku se
določi, katere podstrukture bodo obravnavane z numeričnim modelom in katere
eksperimentalno.
Izbor domene nam v drugem koraku pogojuje nabor parametrov s katerimi bo
definirana dinamika podstruktur.
V tretjem koraku se za vse podstrukture in glede na izbrane parametre izvede nu-
merična oziroma eksperimentalna analiza. Zaželeno je, da je nabor obravnavanih
numeričnih ali eksperimentalnih točk na strukturi med seboj linearno neodvisen.
V zadnjem koraku se izvede sklopitev dinamike podstruktur v odziv celotnega
sistema na podlagi kompatibilnostnih in ravnotežnih pogojev med povezovalnimi
koordinatami.
Vse metode dinamike podstruktur izhajajo iz prostorske domene, kjer je diskretiziran
in lineariziran sistem definiran z maso, togostjo in faktorjem dušenja. V primeru več
prostostnih stopenj to zapǐsemo v matrični obliki z M, K in C. Dinamika sistema se
nato rešuje preko diferencialnih gibalnih enačb drugega reda. Z vpeljavo Euler-jevega
nastavka in nadaljnjo manipulacijo enačb je možno sistem enačb pretvoriti v frekvenčno
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domeno. V slednji je sistem definiran s frekvenčnimi prenosnimi funkcijami, ki pred-
stavljajo razmerje med odzivom in vzbujanjem strukture med poljubnima točkama na
strukturi. Razmerje je lahko podano v obliki admitančnega ali impedančnega zapisa,
kar izrazimo kot:








Tretja oblika je modalna domena, kjer je dinamika sistema definirana z lastnimi fre-
kvencami, lastnimi oblikami ter faktorji modalnega dušenja. Parametre pridobimo
z numerično ali eksperimentalno modalno analizo. Najmlaǰsa veja razvoja dinamike
podstruktur poteka v časovni domeni, ki temelji na meritvi impulznih odzivnih funk-
cij. Njihova glavna prednost je možnost sklapljanja podstruktur na osnovi neposredno
pridobljenih časovnih vrst odziva brez dodatnega procesiranja signalov. Posledično
je izvedba postopka časovno zelo učinkovita in omogoča izvedbo na samem merilnem
mestu. Peti način preostane še domena stanja in prostora, ki povezuje tehnike identi-
fikacije sistema s teorijo zaprto-zančnega krmiljenja sistema. Ta se je razvila iz metod
kontrolne teorije [27]. Vseh pet domen s svojim naborom parametrov omogoča teo-
retično ekvivalenten zapis dinamskih lastnosti, hkrati pa obstajajo tehnike, s katerimi
lahko eno obliko zapisa pretvorimo v drugo. S shematskim prikazom na sliki 2.1 je











































Slika 2.1: Dinamika podstruktur v petih domenah in medsebojni prehodi.
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Za razliko od dinamike togih teles, definiranih v obliki diskretnih sistemov, imamo
v realnosti največkrat opravka z zveznimi in posledično prožnimi strukturami. Za
natančen popis njihovih lastnosti je potreben obsežen nabor parametrov, ki jih je ve-
likokrat zahtevno pridobiti. V kolikor kompleksnost sistema ne omogoča eksaktne
analitične obravnave, se poslužimo aproksimacije na podlagi diskretizacije sistema s
končnimi elementi. Tovrsten pristop nam omogoča približek realnega stanja z ob-
vladljivim naborom parametrov. Za ohranitev fizikalne korektnosti postopka pa je
potrebno upoštevati naslednje predpostavke:
Linearnost; masne, togostne in dušilne matrike so neodvisne od stanja sistema,
Časovna invariantost; masne, togostne in dušilne matrike se ne spreminjajo
skozi čas,
Pasivnost; dovod energije v sistem je vedno pozitiven ali enak nič,
Recipročnost; odziv na vzbujanje strukture je vedno enak ne glede na to, ali
sta lokaciji vzbujanja in odziva zamenjani. Zvezo zapǐsemo kot: f1u1 = f2u2, kjer
sta f vektor vzbujevalnih sil in u vektor prostostnih stopenj pomikov,
Stabilnost, nivo vzbujanja sistema je premo-sorazmeren nivoju odziva.
V časovni domeni je iz osnovne metode dinamičnega sklapljanja dandanes izpeljana
tudi nelinearna oblika postopka povezovanja dinamike struktur [28,29]. Zaradi velikega
števila zahtevanih in težko dostopnih parametrov pa je njena uporabnost zaenkrat
omejena. Iz tega razloga se bomo v doktorski disertaciji omejili zgolj na sisteme z
omenjenimi predpostavkami.
2.1. Podstrukturiranje v fizikalnem prostoru
Sklapljanje v prostorski domeni povezujemo tudi z direktnim sklapljanjem, kjer je
sistem popisan z maso, togostjo in dušenjem. V kolikor obravnavamo sistem z več pro-
stostnimi stopnjami ali pa diskretiziran zvezni sistem, je potreben zapis mase, togosti
in dušenja v matrični obliki z matrikami M, K in C. Slednje matrike popisujejo ma-
terialne in geometrijske lastnosti sistema. Njihove medsebojne povezave za posamezno
podstrukturo s so definirane s splošno gibalno enačbo:
M(s) ü(s)(t) +C(s) u̇(s)(t) +K(s) u(s)(t) = f (s)(t) + g(s)(t), (2.1)
pri čemer je u vektor prostostnih stopenj pomikov in zasukov, f vektor zunanjih vzbu-
jevalnih sil in momentov, ki deluje na podstrukturo ter g vektor povezovalnih sil in
momentov na kontaktu dveh podstruktur. Zapis splošne gibalne enačbe za n pod-
struktur v sistemu, ki jih želimo sklopiti, je sledeč:
Mü+Cu̇+Ku = f + g. (2.2)
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V enačbi (2.2) in nadaljnji izpeljavi bo zaradi poenostavitve zapisa izpuščena ekspli-
citna odvisnost od časa t. Razširjena oblika zapisa posameznih členov splošne gibalne
enačbe je naslednja:
M = diag(M(1)...M(n)) ≡
⎡⎢⎣ M




... . . . M(n)
⎤⎥⎦ , (2.3)
C = diag(C(1)...C(n)), (2.4)

















Za potrebe dinamičnega sklapljanja je poleg splošne gibalne enačbe potrebno defini-
rati še kompatibilnostne in ravnotežne pogoje. Kompatibilnostni pogoji so pogoji,
ki na kontaktnih ploskvah podstruktur definirajo odvisnost pomikov in zasukov med
posameznimi prostostnimi stopnjami ter so definirani z:
Bu = 0. (2.7)
Matrika B je matrika z vrednostmi -1, 0 ali 1 in predpisuje medsebojno odvisnost
povezovalnih prostostnih stopenj pomikov v kontaktih podstruktur, v kolikor se razpo-
reditev kontaktnih točk prekriva. V primeru sklapljanja struktur z različnimi mrežami
se logična matrika preoblikuje v povezovalno matriko prostostnih stopenj, kjer imamo
lahko poljubne vrednosti med -1 in 1. Za lažjo predstavo vloge logične matrike B je
na sliki 2.2 shematski prikaz njene določitve na sistemu dveh podstruktur s po dvema
povezovalnima prostostnima stopnjama pomika in zasuka.
Preostane še zapis ravnotežnega pogoja:
LT g = 0, (2.8)
kjer L predstavlja logično matriko in predpisuje pogoj vsote sil v povezovalnih prosto-








Slika 2.2: Shematski prikaz določitve logične matrike B.
številom podstruktur lahko torej v celoti popǐsemo z naborom enačb (2.2), (2.7) ter
(2.8):
⎧⎨⎩
Mü+Cu̇+Ku = f + g,
Bu = 0,
LT g = 0.
(2.9)
Enačba (2.9) predstavlja kompakten zapis splošne gibalne enačbe in dveh robnih po-
gojev, na podlagi katerih sta izpeljana primarni in sekundarni pristop sklapljanja v
prostorski domeni.
2.1.1. Primarno sklapljanje v prostorski domeni
Primarno sklapljanje se najpogosteje uporablja pri metodah končnih elementov. Sile
v kontaktu nastopajo kot neznanke in jih lahko izločimo s postavitvijo ravnotežnega
pogoja. Za ta namen pa je najprej potrebno določiti enoličen nabor robnih prostostnih
stopenj pomikov q, ki izhaja iz relacije:
u = Lq. (2.10)
Generalizirane prostostne stopnje q (kontaktne prostostne stopnje) so tako preko logične
matrike L iz enačbe (2.8) v povezavi s splošnim naborom fizikalnih prostostnih stopenj
pomikov u. V kolikor so slednje med seboj linearno neodvisne, lahko iz enačbe (2.7)
sklepamo, da to velja tudi za poljuben nabor q:
Bu = BLq = 0. (2.11)








Ta ugotovitev nam omogoča, da pri sklapljanju uporabimo zgolj eno matriko logičnih
vrednosti L ali B ter ne operiramo z redundantnim naborom podatkov in tako prihra-
nimo čas procesiranja. Sistem enačb (2.9) lahko nadalje poenostavimo v obliko:
{
MLq̈+CL q̇+KLq = f + g,
LT g = 0.
(2.13)
V kolikor zgornjo vrstico enačbe (2.13) pomnožimo iz leve z LT in upoštevamo, da je
LT g = 0, dobimo:






f̃ = LTf .
(2.15)
2.1.2. Sekundarno sklapljanje v prostorski domeni
Pri sekundarnem sklapljanju v prostorski domeni se ohrani celoten nabor fizikalnih pro-
stostnih stopenj pomikov za vse podstrukture. Na ta način se le te ponovijo tolikokrat,
kot je podstruktur v postopku sklapljanja. Izpeljava enakovredno primarnemu načinu
izhaja iz enačbe (2.9), pri čemer je tokrat potrebno zagotoviti ravnotežne pogoje. To
lahko storimo z definiranjem vektorja sil v povezovalnih prostostnih stopnjah:
g = −BTλ, (2.16)
kjer je λ vektor Lagrangeovih množiteljev, ki fizikalno predstavljajo intenziteto sil v
povezovalnih prostostnih stopnjah. Nadalje lahko definiramo nabor vseh ravnotežnih
sil med posameznimi podstrukturami z levim množenjem enačbe (2.16) z LT:
LTg = −LTBTλ = 0. (2.17)
Ob upoštevanju, da je LT ničelni prostor od BT (enačba (2.12)), je pogoj v enačbi
(2.17) vedno izpolnjen. Posledično lahko sedaj enačbo (2.9) poenostavimo v:
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Sekundarno sklapljanje je v rabi že več desetletij, vendar je njegova uporabnost zaživela
šele v obdobju po 1990, kar je povezano z razvojem več jedrnega procesiranja sistemov
gibalnih enačb. Več o implementaciji metode v programsko okolje je predstavljeno
v [30].
2.2. Podstrukturiranje v modalni domeni
Numerično modeliranje obsežnih sistemov zahteva uporabo velikega števila prostostnih
stopenj. To še posebej velja za statične preračune, kjer lahko vsak detajl na strukturi
predstavlja povečano koncentracijo napetosti. Število elementov pa neposredno vpliva
na učinkovitost računskega procesa. Za impliciten statičen preračun je to izvedljivo,
nikakor pa ne za eksplicitno določanje dinamskih lastnosti. Slednje so pogojene z glo-
balno porazdelitvijo mase in togosti, ter nanje bistveno manj vplivajo majhni strukturni
detajli. Z zahtevo po zajemu zgolj globalnih dinamskih lastnosti se je uveljavil kom-
paktneǰsi zapis v obliki modalnih parametrov. Ti so definirani z modalnimi oblikami,
lastnimi frekvencami ter pripadajočimi faktorji modalnega dušenja. Splošne fizikalne
prostostne stopnje pomikov u se torej pretvorijo v reducirano obliko generaliziranih
prostostnih stopenj pomikov q. Postopek je izvedljiv ob upoštevanju modalne super-
pozicije. V kolikor pri pretvorbi zajamemo vse modalne oblike, govorimo o popolni
transformaciji koordinat v modalni prostor. V nasprotnem primeru reduciran nabor
modalnih oblik predstavlja modalni odrez (ang. modal truncation). Obravnavanje di-
namike podstruktur in njihovo medsebojno povezovanje v modalni domeni poznamo
pod imenom modalna sinteza komponent. Njihova glavna prednost je reduciran zapis
dinamskih parametrov, s katerimi dosežemo bolj učinkovito in hitro reševanje obsežnih
sistemov. Potrebno se je zavedati, da reduciran zapis generaliziranih koordinat ni pov-
sem ekvivalenten fizikalnemu modelu. Iz tega razloga je potrebno natančnost redukcije
vedno preveriti z ustreznim kriterijem (npr. kriterij modalne mase [31]). Z razvojem
merilne opreme in željo po zajemu realnih lastnosti sistema so se iz prvotno numerične
obravnave metode razširile tudi na eksperimentalno področje. Dandanes je možna
uporaba obeh pristopov, kot tudi njunega medsebojnega povezovanja v hibridnih po-
stopkih.
V naslednjem poglavju bo predstavljen splošen zapis dinamičnega sklapljanja z re-
duciranimi komponentami v modalni domeni. V prvi fazi bo predstavljena izpeljava
postopka redukcije prostostnih stopenj, ki ji bo sledila definicija kompatibilnostnih in
ravnotežnih pogojev. V drugem delu bo predstavitev obstoječih redukcijskih baz, na




2.2.1. Sklapljanje reduciranih komponent
Preučevanje dinamike podstruktur se prične z delitvijo celotnega sistema na manǰse
enote, imenovane podstrukture. Za vsako izmed njih se najprej z metodami končnih
elementov postavi numerični model, definiran z naborom fizikalnih prostostnih stopenj
pomikov. Njihovo število je običajno zelo veliko, kar neposredno vpliva na učinkovitost
izračunov. Za preučevanje dinamike podstruktur jih je potrebno ustrezno reducirati ozi-
roma zapisati v bolj kompaktni obliki z generaliziranimi koordinatami. To pomeni, da
pretvorimo zapis lastnosti sistema za vsako fizikalno prostostno stopnjo v bolj splošen
način na osnovi deformacijskih oblik. V modalnem prostoru generalizirane koordinate
predstavljajo modalni parametri, ki jih pridobimo z modalno analizo numeričnega mo-
dela ali identifikacijo modalnih parametrov iz eksperimentalno pridobljenih frekvenčnih
prenosnih funkcij. Reduciran model nam nato omogoča učinkovito analizo strukturne
dinamike vseh podstruktur, pri čemer se doseže primerljiva natančnost z modelom na
osnovi končnih elementov.
Postopek reduciranja modelov izhaja iz splošne linearne gibalne enačbe v časovni do-
meni (2.1), definirane v poglavju 2.1. Enačba definira dinamsko ravnotežje posame-
znega podsistema s z enačenjem vztrajnostnih in elastičnih sil z vsoto zunanjih vzbu-
jevalnih ter notranjih reakcijskih sil med podstrukturami. Nadalje je možno vektor
prostostnih stopenj pomikov in zasukov razdeliti na vektor povezovalnih up in vektor







Za bolj pregleden zapis je v enačbi (2.20) in nadaljnji izpeljavi izpuščena eksplicitna
odvisnost vektorjev od časa t in pripadnost podstrukturi s. V kolikor ni omenjeno
drugače, se vse enačbe v nadaljevanju nanašajo na podstrukturno raven. Analogno







Za določitev vektorjev uu in up je potrebno izbrati enega izmed naslednjih dveh
možnosti redukcijskih postopkov:
Pri metodi fiksnih povezav (ang. fixed interface method) uu predstavlja nabor
notranjih prostostnih stopenj pomikov in zasukov, up pa nabor povezovalnih pro-
stostnih stopenj pomikov in zasukov. V tem primeru je gp vektor povezovalnih
sil. V to skupino uvrščamo Craig-Bamptonova metodo [15].
Pri metodi prostih povezav (ang. free interface method) uu predstavlja na-
bor vseh prostostnih stopenj pomikov in zasukov, up pa predstavlja prostostne
stopnje sil v kontaktu. V tem primeru je gp vektor povezovalnih prostostnih
stopenj pomikov in zasukov. Sem uvrščamo MacNealovo [17], Rubinovo [16],
Craig-Changovo [32] in Dvojno Craig-Bamptonovo metodo [33].
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V nadaljevanju je potrebno določiti nabor reduciranih vektorjev. Vektor uu z nu fizikal-
nimi prostostnimi stopnjami nadomestimo z reduciranimi generaliziranimi prostostnimi
stopnjami. Pri tem postopku se običajno ohrani celoten nabor povezovalnih prostostnih
stopenj, kjer je zahtevan natančen popis dinamskega vpliva med sosednjima podstruk-
turama. Redukcija se torej nanaša zlasti na notranje prostostne stopnje, ki jih lahko
nadalje delimo na dinamske lastne oblike, ki nosijo informacijo o strukturni dinamiki
ter statične lastne oblike, ki definirajo kontaktne razmere med podstrukturami. Od
tod sledi splošen zapis odziva na statični in dinamični del:
uu = uu,stat + uu,din. (2.22)
Statični odziv določimo iz gibalne enačbe (2.1), kjer sta pospešek in hitrost enaka nič.














Ob predpostavki, da na strukturo ne delujejo zunanje sile (fu = 0), je statični od-
ziv strukture definiran v odvisnosti od povezovalnih prostostnih stopenj pomikov in
zasukov:
uu, stat = −K−1uuKupup = Ψup. (2.24)
Matrika Ψ predstavlja statične lastne oblike, ki definirajo statično deformacijo preo-
stalih prostostnih stopenj pomikov in zasukov uu, kot posledico deformacije oziroma
zunanjih sil in momentov (odvisno od izbrane redukcijske metode) na povezovalne pro-
stostne stopnje up. Definirati je potrebno še približek dinamskega odziva in sicer kot





φjQj = Φq. (2.25)
Redukcija modela se doseže z okrnjenim naborom vibracijskih lastnih oblik iz celotnega
nabora nn lastnih oblik. Običajno se uporabi lastne oblike nizkih lastnih frekvenc, saj te
definirajo večji del porazdelitve strukturne mase in togosti. Za učinkovito redukcijo je
potrebno upoštevati pogoj m ≪ nn. Vibracijske lastne oblike se pridobijo z reševanjem
lastnih vrednosti vektorja prostostnih stopenj pomikov u:
(Kuu − ω2j Muu)φj = 0, (2.26)
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Pri čemer sta Muu in Kuu masna ter togostna matrika preostalih (notranjih) koordinat.
Sedaj lahko definiramo približek uu:
uu ≈ Ψup +Φq. (2.27)
Ob ohranjenemu naboru povezovalnih prostostnih stopenj lahko zapǐsemo končno obliko
splošne redukcijske baze R:














pri čemer vektor q označujemo kot generalizirane koordinate sistema. Pri vstavljanju
enačbe (2.28) v splošno enačbo gibanja (2.1) dobimo:
MRq̈+CRq̇+KRq = f + g + r. (2.29)
Vektor r označuje preostanek sil, kot posledica uporabe približka vibracijskih lastnih
oblik. Naprej je potrebno zapisati reducirano obliko splošne ravnotežne enačbe ob
upoštevanju poenostavitve, da je vektor preostanka sil enak nič (RTr =0). V ma-
tematiki je ta princip poznan pod imenom Galerkinova projekcija v mehaniki pa kot
Rayleigh-Ritzova projekcija. Po projekciji redukcijske baze prostostnih stopenj dobimo
končno obliko gibalne enačbe reduciranega sistema:






f̃ = RTf ,
g̃ = RTg.
(2.31)
Potrebno se je zavedati, da je podstruktura, zaradi redukcije prostostnih stopenj bolj
toga od realne strukture in ima posledično vǐsje lastne frekvence. Gre za podoben pojav
kot pri diskretizaciji zveznih sistemov na končne elemente, pri čemer je po opravljeni




Z enačbo (2.30) določimo dinamske lastnosti posameznih podstruktur na osnovi redu-
ciranih koordinat, ki pa jim je v primeru povezovanja z metodami dinamičnega skla-
pljanja potrebno dodati še kompatibilnostne in ravnotežne pogoje. Kompatibilnostni
pogoj v območju generaliziranih koordinat definiramo kot:
B̃ q = 0, (2.32)
pri čemer je
B̃ = BR. (2.33)
Potrebno je opomniti, da enačba (2.32) predstavlja šibko obliko kompatibilnostnih po-
gojev. Eksaktna rešitev zaradi diskretizacije zveznega sistema ni možna, kar pomeni, da
obravnavamo zgolj njeno aproksimacijo. Ob diskretizaciji sistema z zadostnim številom
končnih elementov je ta predpostavka upravičena in tako narejena napaka minimalna.
Naprej je potrebno definirati še ravnotežni pogoj:
q = L̃ ξ. (2.34)
Vektor ξ označuje enoličen nabor generaliziranih koordinat celotnega sklopljenega sis-
tema in L̃ logično povezovalno matriko med ξ in generaliziranimi koordinatami podsi-
stema q. V kolikor enačbo (2.34) vstavimo v kompatibilnostni pogoj (2.32), dobimo:
B̃ L̃ ξ = 0. (2.35)
Iz tega lahko sklepamo, da mora biti matrika L̃ ničelni prostor matrike B̃:
L̃ = Ker(B̃) = Ker(BR). (2.36)
Zapis ravnotežnega pogoja sledi z levim množenjem zadnje vrstice v enačbi (2.31) z L̃,
s čimer definiramo reducirane povezovalne sile v kontaktu:
L̃ g̃ = L̃RT g = 0. (2.37)
Reducirana gibalna enačba sistema skupaj s kompatibilnostnimi in ravnotežnimi pogoji
tako predstavlja sistem enačb v kompaktni obliki:
⎧⎨⎩
M̃q̈+ C̃q̇+ K̃q = f̃ + g̃,
B̃ q = 0,




Sistem enačb (2.38) je analogen sistemu enačb iz prostorske domene, pri čemer je
edina razlika, da tukaj operiramo z reduciranim naborom prostostnih stopenj ali ge-
neraliziranimi koordinatami. Iz tega razloga je formulacija primarne in sekundarne
oblike sklapljanja ekvivalentna za razliko prilagojenih oznak in ne bo prikazana v tem
poglavju.
V naslednjih dveh poglavjih bosta predstavljena dva glavna pristopa redukcijskih osnov,
na podlagi katerih se doseže bolj učinkovit zapis dinamskih lastnosti sistema. Prva
izmed njih temelji na statičnih lastnih oblikah in druga na vibracijskih lastnih oblikah.
2.2.2. Redukcijske osnove - statične lastne oblike
Statične lastne oblike imajo pomembno vlogo pri postopku redukcije prostostnih sto-
penj podstruktur. Poleg zagotavljanja konsistentnosti statičnega odziva podstruktur je
njihova glavna naloga definicija kompatibilnostnih pogojev v povezovalnih prostostnih
stopnjah. V tej skupini poznamo tri glavne pristope, ki bodo predstavljeni v naslednjih
treh sklopih.
Omejitvene lastne oblike
Omejitvene lastne oblike se uporabljajo pri metodah fiksnih povezav in izhajajo iz
delitve prostostnih stopenj pomikov na notranje un in povezovalne prostostne stopnje







V kolikor zanemarimo vztrajnostne sile in ohranimo zgolj statične sile na povezovalnih
koordinatah, lahko z uporabo istega postopka kot v poglavju 2.2.1. določimo omejitvene
lastne oblike. Z enačbo to zapǐsemo kot:
un, stat = −K−1nnKnpup = Ψup. (2.40)
Člen−K−1nnKnp predstavlja komprimirano statično matriko in vsebuje omejitvene lastne
oblike. Z njimi lahko prvotno delitev prostostnih stopenj u zapǐsemo v odvisnosti od











Omejitvene lastne oblike fizikalno predstavljajo statičen pomik prostostnih stopenj ob












Slika 2.3: Shematski prikaz statične deformacije; a) Statične omejitvene lastne oblike,
b) Eksperimentalne pritrditvene lastne oblike.
pritrjene. Pri tem na notranje koordinate ne deluje nobena zunanja sila. Shematski
prikaz statične deformacije je na sliki 2.3a.
Alternativno lahko ob upoštevanju vztrajnostnih sil pri izbrani centrirni frekvenci ωc
(t.j. frekvenca pri kateri se obravnava odziv) in neupoštevanju dinamskih lastnih oblik
pri nizkih frekvencah popǐsemo statični odziv s tako imenovanimi kvazi-statičnimi ome-
jitvenimi lastnimi oblikami [34]. Definicija izhaja iz zapisa matrike dinamične togosti
Z(ωc):
−ω2cMu+Ku = Z(ωc)u = f(ωc); Z(ωc) = [−ω2cM+K] (2.42)
iz česar lahko izpeljemo zamaknjene omejitvene lastne oblike kot ũn, stat:
ũn, stat = −Z−1nnZnpup = Ψ̃up. (2.43)
Eksperimentalne pritrditvene lastne oblike
Eksperimentalne pritrditvene lastne oblike (EPLO) uvrščamo v metode prostih pove-
zav. Postopek za razliko od omejitvenih lastnih oblik ne predvideva delitev prostostnih
stopenj pomikov na notranje in povezovalne koordinate, ampak je zajeto celotno polje
pomikov u. Dodatno zapǐsemo še prostostne stopnje povezovalnih sil gp, ki skupaj
z vektorjem pomikov definirajo robne pogoje med sosednjimi strukturami. Vektor
























kjer matrika Ak predstavlja logično matriko, ki povezuje nabor kontaktnih prostostnih
stopenj in je dimenzije np×n. Parameter np označuje število povezovalnih prostostnih
stopenj in n število vseh prostostnih stopenj pomikov. Ob upoštevanju, da na strukturo
ne delujejo zunanje sile (f = 0), je statični odziv definiran kot:
ustat = K
+ATk gp = Ψa gp, (2.46)
kjer Ψa predstavlja set pritrditvenih lastnih oblik in K
+ generaliziran pseudoinverz
dinamične matrike, kar je pravzaprav prožnostna matrika in jo bomo v nadaljevanju
označevali z G. Fizikalni pomen pritrditvenih lastnih oblik je statični odziv strukture
na enotsko vzbujanje poljubne povezovalne prostostne stopnje med podstrukturami. V
kolikor so podstrukture med seboj povezane tako, da ni prostih prostostnih stopenj,
velja pogoj:
G = K+ = K−1. (2.47)
V nasprotnem primeru ob prisotnosti prostih povezav pa je potrebno pri reševanju
izpeljati nekaj dodatnih korakov, ki bodo predstavljeni v spodnjih alinejah:
V prvi fazi je potrebno določiti set togih lastnih oblikΨ, katerih postopek določanja
bo predstavljen v poglavju 2.2.3.
V drugem koraku izračunamo generalizirani inverz matrikeK, ki pa nima enolične
rešitve. Pri tem si lahko pomagamo z vpeljavo vektorja omejitvenih prostostnih
stopenj uc in na ta način določimo začasne povezave, pri čemer so ostale prosto-














Pri iskanju optimalnih izostatičnih omejitev je zaželeno minimizirati povzročene
omejitvene sile fc, s čimer pridobimo najbolǰso možno oceno statičnega odziva
podstrukture na enotsko vzbujanje povezovalnih prostostnih stopenj. Primer al-
goritma za določitev izostatičnih omejitev najdemo v [35], kateri omogoča, da je











pri čemer je Gc omejitvena prožnostna matrika.
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V tretjem koraku je potrebna določitev samo-uravnoteženih vektorjev sil v matriki
ATk,ekvi. Slednji so predpogoj za določitev rešitve enačbe (2.47) ob prisotnosti
togih lastnih oblik. Brez izpolnjevanja tega pogoja imamo namreč opravka s
sistemom, ki nima definirane mase in posledično neskončne pospeške ter pomike.
Z upoštevanjem ortogonalnosti togih lastnih oblik Φr lahko samo-uravnotežene








Matrika P predstavlja matriko projecirane vztrajnosti z ozirom na masno nor-
mirane lastne oblike. Bolj podrobno izpeljavo tega postopka najdemo v [36].




Grafična ponazoritev pritrditvenih lastnih oblik in samo-uravnoteženih sil je pri-
kazana na sliki 2.3b.
V zadnjem koraku je potrebno pritrditvene lastne oblike Ψ̃a masno normalizirati
glede na toge lastne oblike. S tem zagotovimo, da je doprinos pritrditvenih lastnih
oblik izključno statična deformacija podstrukture in ne tudi gibanje togega telesa.
To dosežemo tako, da enačbo (2.51) z leve pomnožimo s transponirano matriko
projecirane vztrajnosti P:
Ψa = P






k = Gf A
T
k , (2.52)
kjer je Gf elastična prožna matrika, ki izraža sledeče pogoje:
GTf = Gf,
GTf KGf = Gf,
ΦTr MGf = 0.
(2.53)
Poleg klasičnih pritrditvenih lastnih oblik lahko alternativno določimo tudi kvazi-
statične pritrditvene lastne oblike pri poljubni centrirni frekvenci ωc [37]. Gre za po-
doben postopek kot pri omejitvenih lastnih oblikah, pri čemer je tukaj statični odziv
EPLO definiran kot:
ũstat = (K− ω2c M)−1ATk gp = Z−1ATk gp = Ψ̃a gp (2.54)
Odziv enačbe (2.54) predstavlja deformacijo strukture kot posledico harmonskih sil,
apliciranih na povezovalne prostostne stopnje s frekvenco ωc. Tovrsten postopek je za-
radi nesingularne matrike dinamične togosti vedno rešljiv za vse pozitivne vzbujevalne
centrirne frekvence (ωc > 0).
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Numerične pritrditvene lastne oblike
Numerične pritrditvene lastne oblike (NPLO) so se razvile iz EPLO kot nadgradnja,
ki skupaj v povezavi z lastnimi oblikami prostih povezav Φf izbolǰsajo učinkovitost
numeričnega reševanja. Izpeljava izhaja iz zapisa razširjene oblike elastične prožnostne









ki je pravzaprav ekvivalentna elastični prožnostni matriki Gf iz EPLO. Parameter
nr v enačbi predstavlja število lastnih oblik togega telesa in n število vseh dinamskih
lastnih oblik. Ker v realnosti ni praktično zajeti vseh lastnih oblik, se običajno omejimo
na neko končno število m lastnih oblik. Iz tega lahko nadalje definiramo prožnostno
matriko ostankov kot razliko med teoretično celovitim in v praksi omejenim naborom
dinamskih lastnosti:








Enačba (2.56) ponazarja dinamski vpliv d = n−m izpuščenih lastnih oblik. Glede na




Postopek izpeljave NPLO, ki je bolj detajlno razčlenjen v [38], izpolnjuje pogoj orto-
gonalnosti glede na lastne oblike togega telesa kot tudi lastne oblike prostih povezav z
ozirom na masno in togostno matriko.
2.2.3. Redukcijske osnove - dinamske lastne oblike
Poleg redukcije na osnovi statičnih lastnih oblik lahko reduciramo tudi dinamske la-
stne oblike. Z njimi so definirane dinamske lastnosti sistema, pri čemer večinski del
informacij nosijo lastne oblike pri nizkih lastnih frekvencah. Iz tega razloga lahko s
postopkom redukcije opravimo modalni odrez vǐsjih modalnih oblik za kar imamo na
voljo tri metode. Njihov kratek povzetek je predstavljen v nadaljevanju.
Lastne oblike prostih povezav
Najbolj značilen zapis dinamskih oblik je definiran z lastnimi oblikami prostih pove-
zav (LOPP). Le te predstavljajo deformacijske oblike prosto vpete podstrukture brez
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zunanjih omejitev. Določimo jih lahko iz splošne nedušene gibalne enačbe, ki zajema
vse prostostne stopnje ob predpostavki, da na strukturo ne delujejo zunanje sile. To
zapǐsemo kot:
Mü+Ku = 0. (2.58)
Z nadaljnjo vpeljavo Eulerjevega nastavka:
u = x eiωfj t, (2.59)
lahko notranje koordinate ločimo na časovno in prostorsko komponento in z vstavlja-
njem v enačbo (2.58) dobimo:
(K− ω2fjM)x e
iωfj t = 0. (2.60)
Za določitev netrivialne rešitve je potrebno rešiti enačbo:
(K− ω2fjM)φfj = 0, (2.61)
kjer je ω2fj j-ta lastna frekvenca prostih povezav in φfj pripadajoča lastna oblika, kar
je shematsko prikazano na sliki 2.4. Nabor teh masno normaliziranih lastnih oblik
prostih povezav nadalje označimo z Φf. Potrebno se je zavedati, da je reševanje enačbe
(2.61) lahko v praksi zelo potraten računski proces, za katerega so bili razviti namenski
algoritmi [38]. Alternativno je možno LOPP pridobiti tudi eksperimentalno iz prosto-
prosto vpete strukture. Rezultati se nato lahko uporabijo direktno v metodi modalne
sinteze komponent ali pa za validacijo numeričnega preračuna. Primer metode, ki
razširi eksperimentalne LOPP na osnovi numeričnih podatkov, se imenuje SEREP
(ang. system equivalent reduction expansion process).
Slika 2.4: Proste lastne oblike.
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Lastne oblike togega telesa
Gibanje telesa v prostoru brez notranjih deformacij je definirano z lastnimi oblikami
togega telesa (LOTT). Do tega pojava pride, kadar je obravnavana struktura vsaj
delno prosto vpeta oziroma nima omejenih vseh prostostnih stopenj. Najpogosteje se
to pojavi pri obravnavi posamezne podstrukture, ki ji dodajamo omejitve šele tekom
sestavljanja celotnega sistema.
Definicija LOTT je podana kot:
KΦr = 0, (2.62)
pri čemer je Φr set togih lastnih oblik. Shematski prikaz togega premika telesa je
prikazan na sliki 2.5
Slika 2.5: Lastne oblike togega telesa.
Lastne oblike fiksnih povezav
Ob predpostavki fiksiranih povezovalnih prostostnih stopnjah lahko dinamiko sistema
definiramo z lastnimi oblikami fiksnih povezav (LOFP). Analogno postopku omejitve-
nih lastnih oblik je tudi tukaj najprej potrebna delitev prostostnih stopenj na notranje






















V kolikor ni zunanje vzbujevalne sile na notranje koordinate (fn = 0) in so povezovalne
prostostne stopnje fiksirane, lahko zapǐsemo poenostavljeno gibalno enačbo:
Mnn ün +Knnun = 0. (2.64)
Po vpeljavi Eulerjevega nastavka in zanemaritvi trivialne rešitve lahko izračunamo
lastne vrednosti iz naslednje formulacije:
(Knn − ω2njMnn)φnj = 0, (2.65)
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pri čemer je ω2nj j-ta lastna frekvenca lastnih oblik fiksnih povezav in φn pripadajoč
vektor lastnih oblik. Set masno normiranih lastnih oblik fiksnih povezav se nadalje
definira z matriko Φn. V primeru prosto prostega vpetja strukture z več kot šestimi
povezovalnimi prostostnimi stopnjami LOFP ne vsebuje togih lastnih oblik, kar je
shematsko prikazano na sliki 2.6. Zaradi omejitev z zagotovitvijo absolutno fiksiranih
povezovalnih prostostnih stopenj na robu se ta postopek izvaja samo v numeričnem
okolju in ni primeren za eksperimentalno delo.
Slika 2.6: Fiksirane lastne oblike.
Podrobneǰso izpeljavo statičnih in dinamskih oblik lahko najdemo v [38]. Omenjene
lastne oblike oziroma njihova kombinacija služijo za izpeljavo različnih redukcijskih
metod. Zaradi obsežnosti izpeljav jih v tem delu ne bomo obravnavali, izpostavili pa





Dvojna Craig-Bamptonova metoda [33]
Mešana Craig-Bamptonova metoda [36]
2.3. Podstrukturiranje v frekvenčni domeni
Harmonska analiza predstavlja eno izmed najbolj pogostih oblik preučevanja strukturne
dinamike, pri čemer gre za obravnavo strukturnega odziva na harmonsko vzbujanje.
Lastne frekvence so pogojene z globalno porazdelitvijo mase in togosti ter dušenje z
notranjo disipacije energije, zaradi strukturnega trenja. Učinkovit dostop do harmon-
skih parametrov je možen preko prenosnih funkcij, definiranih v frekvenčni domeni.
Časovno odvisnost strukturnega odziva na harmonsko vzbujanje se tukaj preoblikuje
v funkcijo frekvence, za kar je potrebno upoštevati določene predpostavke. Strukture
morajo izražati linearnost, časovno invariantnost, stabilnost, pasivnost in recipročnost,
ki so definirane v uvodu 2. poglavja.
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Ob upoštevanju zgornjih predpostavk in vpeljavi Eulerjevega nastavka v splošno gi-
balno enačbo (2.2) lahko na podlagi relacij u̇ = iω u(ω) ter ü = −ω2 u(ω) zapǐsemo
gibalno enačbo kot funkcijo krožne frekvence:
Mü(ω) +Cu̇(ω) +Ku(ω) = f(ω) + g(ω),
[−ω2M+ iωC+K]u(ω) = f(ω) + g(ω),
Z(ω)u(ω) = f(ω) + g(ω).
(2.66)
Matrika Z(ω) označuje dinamično togost oziroma impedanco sistema. Slednja pred-
stavlja nabor kompleksnih funkcij, ki definirajo potrebno silo v opazovani prostostni
stopnji za enotski harmonski odziv v poljubni drugi prostostni stopnji, pri čemer so
ostale koordinate nepomično vpete. Alternativno obliko zapisa relacije med vzbuje-
valno silo in odzivom najdemo v impedančnem zapisu in sicer:
u(ω) = Y(ω)(f(ω) + g(ω)); Y(ω) = (Z(ω))−1, (2.67)
kjerY(ω) predstavlja podajnostno matriko oziroma nabor FPF. Te označujejo razmerje
med odzivom strukture na vzbujanje z enotsko harmonsko silo. Možnost merjenja
različnih fizikalnih količin nam nadalje omogoča zapis številnih relacij, bolj podrobno
razdelanih v preglednici 2.1.
Preglednica 2.1: Delitev impedančnih in admitančnih oblik prenosnih funkcij.
Fizikalna veličina Impedanca Z Admitanca Y
pomik dinamična togost f/u podajnost u/f
hitrost mehanska impedanca f/u̇ mobilnost u̇/f
pospešek dinamična masa f/ü pospešenost ü/f
2.3.1. Impedančna in admitančna matrika v eksperimental-
nem okolju
Admitančna matrika Y(ω) podaja bistveno bolj ustrezen zapis dinamičnega odziva
strukture v primerjavi z impedančno matriko Z(ω) (Preglednica 2.1). V posamezni
koloni je namreč podan odziv za vse prostostne stopnje pri vzbujanju zgolj posamezne
prostostne stopnje. Vsak element v Y(ω) tako vsebuje vsaj del globalnih lastnosti
dinamičnega odziva strukture, medtem ko se odzivi posameznih prostostnih stopenj
v matriki Z(ω) (enačba 2.66) obravnavajo za vsak element posamezno. Posledično
je matrika Y(ω) polno definirana, medtem ko je matrika Z(ω) podana z redko ma-
triko. Redke matrike so matrike, kjer so zaradi paroma neodvisnih prostostnih stopenj
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številna polja enaka nič in jih je možno nadalje zapisati v bolj kompaktni obliki. Iz
splošne definicije:
Impedanca : Zij(ω) =
fi(ω)
uj(ω)
, omejitveni pogoj: uk ̸=j = 0,
Admitanca : Yij(ω) =
ui(ω)
fj(ω)
, omejitveni pogoj: fk ̸=j = 0,
(2.68)
kjer sta indeksa i in j znotraj celotnega nabora n prostostnih stopenj, pri čemer pred-
postavimo, da sta Z(ω) in Y(ω) ekvivalentna zapisa kompleksnih funkcij v frekvenčni
domeni. Njuna izbira v dinamiki podstrukturiranja je pogojena z izbiro numeričnega
ali eksperimentalnega pristopa. Pri numeričnem modeliranju s končnimi elementi do-
stopamo do masnih, togostnih in dušilni matrik, potrebnih za impedančni zapis. Eks-
perimentalno pa pridobimo nabor frekvenčni prenosnih funkcij med posameznimi pro-
stostnimi stopnjami, ki jih nato sestavimo v admitančno matriko.
Med impedančnim in admitančnim zapisom pa obstaja tudi pomembna razlika, ki bo
predstavljena na preprostem modelu končnih elementov. Dinamična togost Z(ω) nu-
meričnega modela, prikazanega na sliki 2.7a, ima n prostostnih stopenj in je definirana
z redko matriko. V primeru, da želimo določiti dinamske lastnosti robnih prostostnih
stopenj na osnovi izmerjene admitančne matrike, je potrebno celoten nabor prostostnih
stopenj pomikov u razdeliti na n − n2 neizmerjenih notranjih prostostnih stopenj u1
in n2 izmerjenih povezovalnih prostostnih stopenj u2. Eksperimentalno pridobljena
je samo admitančna matrika Y22(ω), kar je grafično prikazano z deformacijo modela



























, ⇒ u2 = (Z22 − Z21(Z11)−1 Z12)−1 f2.
(2.69)
V enačbi (2.69) je neposredna odvisnost od frekvence zaradi kompaktnosti zapisa
izpuščena. Dinamična togost, pridobljena na osnovi inverza izmerjene admitančne
matrike Y22, je tako sledeča:
(Y22)
−1 = Zk,22; Zk,22 = Z22 − Z21(Z11)−1 Z12. (2.70)
Matrika Zk,22 ̸= Z22 predstavlja kondenzirano dinamično togost (slika 2.7c) z dimenzijo
n2 × n2 za prostostne stopnje u2, pri čemer so u1 neomejene. Zapis matrike ni več v
redki obliki zaradi vključitve pomikov neomejenih prostostnih stopenj u1 v u2. Takšni
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obliki kompaktnega zapisa pravimo tudi statična kondenzacija ali Schur-ov komple-
ment, ki služi za impedančno sklapljanje podstruktur pri uporabi izmerjenih pomikov
robnih prostostnih stopenj. V statičnem primeru matriki Zk,22 pravimo tudi Guya-
nova redukcija [39], ki predstavlja najenostavneǰso obliko redukcije v modalni sintezi
struktur.
(a) (b) (c)
Slika 2.7: Model z n prostostnimi stopnjami; a) Impedančni pristop. S pomikom
prostostne stopnje samo sosednja vozlǐsča ustvarijo reakcijske sile. b) Admitančni
pristop. Meritev štirih prostostnih stopenj odraža realen odziv modela. c) Prenos
reduciranega nabora admitančnih odzivov na celoten model z vsemi prostostnimi
stopnjami v obliki impedančnega zapisa.
Iz enačb (2.69) in (2.70) je razvidno, da je odziv strukturne dinamike odvisen samo
od zajetih FPF v admitančni matriki in neodvisen od ostalih izmerjenih FPF drugje
na strukturi. To pomeni da lahko poljubno dodajamo ali odvzamemo izmerjene FPF
v admitančni zapis, pri čemer ne bomo podrli ostale formulacije. Ta lastnost pa ne
velja za impedančni zapis, kjer so posamezne impedančne matrike v celotnem naboru
impedančnega zapisa vedno med seboj odvisne funkcije, ki jih je potrebno vedno znova
preračunati. Iz tega razloga je za eksperimentalen pristop admitančni zapis ustrezneǰsi,
kot bo pokazano pri izpeljavi metode sklapljanja na osnovi Lagrangeovih množiteljev
v naslednjem poglavju.
2.3.2. Primarno sklapljanje v frekvenčni domeni
Primarno sklapljanje v frekvenčni domeni se uporablja za povezovanje impedančnih
matrik. V prvem koraku moramo definirati unikaten nabor prostostnih stopenj pomi-
kov q, ki ga določimo iz nabora vseh fizikalnih prostostnih stopenj pomikov u vseh
podstruktur (enačba (2.10)). Na ta način je pogoj kompatibilnosti na povezovalnih ko-
ordinatah izpolnjen, dodatno pa je potrebno definirati še ravnotežni pogoj povezovalnih
sil:
{
ZLq = f + g
LTg = 0
(2.71)
V kolikor prvo vrstico enačbe (2.71) pomnožimo z LT imamo določljiv sistem m enačb
z m neznankami, zaradi izničenja notranjih povezovalnih sil g. Iz tega sledi zapis enačb
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sklopljenega sistema za nabor generaliziranih koordinat q in pripadajočih generalizira-
nih sil p = LTf :
Z̃q = p; Z̃ = LTZL. (2.72)
Matrika Z̃ v enačbi (2.72) predstavlja primarno sklopljeno impedanco za generaliziran
nabor koordinat. Matrika je kvadratne oblike, pri čemer so lahko polja med seboj
neodvisnih koordinat prazna in posledično matrika redke oblike. Z njenim invertiranjem
pridemo do admitančnega zapisa FPF primarnih koordinat:
q = Ỹp; Ỹ = (LTZL)−1. (2.73)
Razširitev admitančnega zapisa FPF primarnih koordinat q nazaj na poln nabor fizi-
kalnih koordinat u lahko izrazimo z množenjem z leve in desne z matriko L. Na ta način
dobimo sekundarno sklopljeno admitančno matriko, ki bo podrobneje predstavljena v
naslednjem poglavju in jo bomo označili kot Ỹ:
u = Ỹf ; Ỹ = L(LTZL)−1LT. (2.74)
Dodatno lahko izračunamo še povezovalne sile g z zamenjavo sklopljenih prostostnih
stopenj pomikov u v osnovno gibalno enačbo (2.66):
g = Zu− f = [ZL(LTZL)−1LT − I]f . (2.75)
Primarna oblika dinamičnega sklapljanja je primerna takrat, ko lahko dostopamo do
impedančnim matrik podsistemov. Običajno to dosežemo z numeričnim modeliranjem
sistemov s končnimi elementi.
2.3.3. Sekundarno sklapljanje v frekvenčni domeni
Izpeljava sekundarnega sklapljanja izhaja iz enačbe (2.67). V nasprotju s primarnim
sklapljanjem, tukaj ne reduciramo redundantnih prostostnih stopenj, ampak gibalni
enačbi dodamo kompatibilnostni pogoj:
{
u = Y(f + g)
Bu = 0
(2.76)
Notranje povezovalne sile nadalje nadomestimo z Lagrangeovimi množitelji g = −BTλ,
s čimer je izpolnjen ravnotežni pogoj. Sistem enačb (2.76) ima sedaj n + n2 enačb in
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enako število neznank. Z vstavljanjem prve vrstice v kompatibilnostni pogoj tako
dobimo:




Lagrangeovi množitelji λ predstavljajo intenzivnost povezovalnih sil, ki združujejo po-
samezne podstrukture. Opazimo, da člen BYf predstavlja nekompatibilnost zaradi
aplicirane sile f ter (BYBT)−1 dinamično togost obeh podstruktur v povezavi. Sklo-
pljen odziv nadalje pridobimo z zamenjavo Lagrangeovih množiteljev nazaj v prvo
vrstico enačbe (2.76):
u = Y(f −BTλ)
u = Yf −YBT(BYBT)−1BYf .
(2.78)
Z določitvijo admitančnih matrik posameznih podstruktur lahko sedaj definiramo se-
kundarno sklopljen sistem admitančnih matrik, ki so enako kot v enačbi (2.74) označene
z ∼:
u = Ỹf ; Ỹ = [I−YBT(BYBT)−1B]Y (2.79)
Matrika Ỹ ima dimenzijo n×n, iz česar sklepamo, da se kontaktne prostostne stopnje
upoštevajo dvakrat. FPF v vrsticah so glede na uA2 = u
B





pravzaprav identične, kar je značilno za sekundarno sklapljanje. Slednja lastnost nam
omogoča tudi poljubno prerazporejanje posameznih admitančnih matrik podstruktur,
kot tudi delitev računskega procesa med več jeder.
2.3.4. Sklapljanje v frekvenčni domeni na osnovi Lagrangeo-
vih množiteljev
Dinamično sklapljanje na osnovi Lagrangeovih množiteljev (LM FBS) (ang. Lagrange
multiplier frequency based substructuring) sodi v skupino sekundarnega sklapljanja in
se je prvič pojavilo v literaturi leta 2006 [19]. Njegova uporabnost se zaradi enostavno-
sti rokovanja, enovrstične formulacije ter izjemno sistematičnega pristopa povezovanja
poljubnega števila podstruktur drastično povečuje. V principu gre za štiri stopenjski
postopek, s katerim lahko poljuben nabor Ns podstruktur sklopimo v celoten odziv
sistema. Koraki si sledijo v naslednjem vrstnem redu:
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Pridobitev admitančnih matrik Y(s) za vse podsisteme z meritvami vseh kombi-
nacij FPF med naborom obravnavanih prostostnih stopenj. Ločitev prostostnih
stopenj na notranje in povezovalne, pri čemer morajo slednje biti zapisane tako v
vrstici (v obliki odzivov u2) in kolonah (v obliki vzbujevalnih sil f2) matrike Y
(s).
Na ta način imamo konsistenten popis dinamskih lastnosti na spoju.
V drugem koraku se določi globalen nabor prostostnih stopenj kot nabor vseh
prostostnih stopenj posameznih podstruktur. Z ustreznimi transformacijami je
potrebno poenotiti usmerjenost soležnih prostostnih stopenj. Globalen nabor
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... . . . Y(Ns)
⎤⎥⎦ , (2.80)
Določitev povezav med podstrukturami. Pri tem lahko izbiramo med dvema
načinoma. Prvi izmed njih je določitev Booleanove logične matrike B z vre-
dnostmi -1 in 1 ali pa Booleanove lokalizacijske matrike L,q ki povezujejo unikaten
nabor q prostostnih stopenj ter nato določitev B preko enačbe (2.11).
V zadnjem koraku se uporabi LM FBS formulacija za odziv za vsako izmerjeno
frekvenčno točko posebej v matriki Y.
V praksi se lahko zgodi da ne moremo pridobiti celotne admitančne matrike. Razlog
za to je lahko nezmožnost namestitve senzorja na določena nedostopna mesta kot tudi
neizvedljivost vzbujanja v posameznih prostostnih stopnjah. V takem primeru nimamo
opravka z polno kvadratno matriko Y, katere indeksi sovpadajo z vektorjem pomikov
u in vektorjem sil f . Namesto, da v takšnem primeru prilagodimo admitančno ma-
triko to enostavneje naredimo z Booleanovo logično matriko B. Posledično se osnovna
formulacija iz enačbe (2.79) modificira v obliko:
{
Bcu = 0
g = −BTe λ
⇒ u = [I−YBTe (BcYBTe )−1Bc]Yf (2.81)
V primerjavi z enačbo (2.79) gre za enako obliko reševanja pri čemer so spremenjeni
samo kompatibilnostni pogoji z namenom ohranitve originalnega zapisa FPF v izmer-
jenih admitančnih matrikah. Z namenom nadaljnje avtomatizacije procesa pa lahko
LM FBS algoritem zapǐsemo kot:
Ỹ = LM-FBS(Y,Bc,Be); ⇐⇒ Ỹ = [I−YBT(BYBT)−1B]Y (2.82)
Pri reševanju je potrebno pozornost nameniti dobri pogojenosti srednjega člena ozi-
roma admitančne matrike povezav Ypov = BYBT. Od natančnosti slednje je odvisna
natančnost končnega rezultata sklopljenih podstruktur.
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2.3.5. Metode identifikacije podstruktur
Metode identifikacije podstruktur (MIP) predstavljajo obraten proces od postopka di-
namičnega sklapljanja. Njihova uporabnost je aplikativna zlasti v frekvenčni domeni,
kjer je izvedba eksperimenta velikokrat omejena, zaradi posebnosti obravnavanih struk-
tur. To velja za strukture, katerih kontaktne lastnosti ni možno natančno definirati,
za izredno majhne strukture, na katere ima masa zaznaval velik vpliv, strukture, kjer
ni možno pritrditi zaznaval ali vnesti vzbujevalno silo itd. Kljub temu pa so dinamske
lastnosti teh podstruktur zaželene za doseganje natančnih rezultatov dinamskih analiz.
V kolikor postopek sklapljanja podstruktur A in B shematsko ponazorimo z operacijo
seštevanja A + B = AB, je metoda identifikacije podstruktur pravzaprav odštevanje
posamezne podstrukture od celotnega sistema AB - B = A.
V tem poglavju bo predstavljena osnovna ideja primarne in sekundarne metode identifi-
kacije podstruktur. Bolj podrobno izpeljavo, zgodovinski pregled in uporabnost metod
lahko najdemo v [38].
Primarna metoda identifikacije podstruktur
Primarna metoda sklapljanja iz poglavja 2.3.2. predstavlja osnovo za izpeljavo pri-
marne metode identifikacije podstruktur. Informacije o dinamiki struktur so zapisane
v impedančnih matrikah, do katerih običajno dostopamo iz numeričnega modela s
končnimi elementi. Pri primarni MIP poznamo dinamske lastnosti celotnega sistema
in posamezne podstrukture, določiti pa želimo odziv preostale strukture v povezavi.
Na primeru sistema sestavljenega iz dveh podstruktur in prikazanega na sliki 2.8 bo
v nadaljevanju izpeljana osnovna definicija primarne MIP, pri čemer bo uporabljena















Slika 2.8: Shematski prikaz identifikacije podstruktur.
Impedančno matriko sistema ZAB lahko iz kompaktnega zapisa razbijemo na zapis
vsote kot doprinos posameznega podsistema:
ZAB =












Iz enačbe (2.83) opazimo, da je impedančna matrika celotnega sistema sestavljena iz
posameznih impedančnih doprinosov podstruktur. Posledično lahko pridobimo impe-
dančni odziv iskane podstrukture z operacijo odštevanja:















Nadalje posplošimo obravnavo z zapisom ZAB in ZB v blok-diagonalno matriko in do-
datno definiramo Booleanovo lokalizacijsko matriko L. V matričnem zapisu imajo im-
pedančne matrike podstrukture B negativni predznak z razlogom odštevanja njihovega























0 0 0 −ZB22 −ZB23
0 0 0 −ZB32 −ZB33









Preverimo lahko, da je postopek primarne identifikacije podstruktur pravzaprav enak
postopku primarnega sklapljanja iz enačbe (2.72). To pomeni, da gre pri primarni MIP
za sklapljanje impedance sistema AB z negativno impedanco podsistema B. Pri tem je
potrebno izpolnjevati pogoj, da so v zapisu impedančne matrike sistema prisotne vse
prostostne stopnje podsistema B. Slednji pogoj ni problematičen, v kolikor je celoten
postopek pridobljen iz numeričnega modela, kar pa ne velja za kombinacijo z ekspe-
rimentalnimi podatki. Iz tega razloga se je razvila bolj robustna sekundarna metoda
identifikacije podstruktur, ki bo predstavljena v nadaljevanju.
Sekundarna metoda identifikacije podstruktur
Pri sekundarni metodi identifikacij podstruktur izhajamo iz poznane admitančne ma-
trike sistema AB, od katere želimo odstraniti doprinos dinamskih lastnosti podstrukture
B. Za razliko od primarne MIP, kjer gre preprosto za sklopitev negativnih impedanc,
je potrebno pri sekundarni MIP poiskati pare povezovalnih sil v ravnotežnem pogoju
in jim pripisati nasprotno smer delovanja. Na ta način izoliramo vpliv podstrukture B
na celoten sistem AB, kar vodi v poznavanje dinamskih lastnosti samo podstrukture
A.
Izpeljavo pričnemo z zapisom gibalne enačbe sestavljenega sistema AB in same pod-
strukture B:
{
uAB = YABfAB +YABgAB,
uB = −YBgB. (2.86)
Naprej želimo zapisati dinamske lastnosti sistema kot tudi podstrukture B v eni enačbi
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Kompatibilnostni pogoj B je podobne oblike kot pri postopku sklapljanja s paroma
izničujočih prostostnih stopenj:
B = [0 − I 0 I 0]. (2.88)
Opazimo lahko, da je potrebna zgolj definicija sil f za prostostne stopnje podstrukture
A v admitančni matriki sistema AB. Vse prostostne stopnje podstrukture B bodo tekom
izračuna odstranjene, zato bi bila ta informacija redundantna. Nadalje je razvidno, da
je v vektorju povezovalnih sil g v obeh primerih pozitiven predznak, ker je minus iz
spodnje vrstice enačbe (2.86) upoštevan že v matriki Y. Sedaj lahko zapǐsemo sistem
enačb, ki je pravzaprav identičen postopek sekundarnega sklapljanja (2.76):
{
u = Y(f − g) = Y(f −BTλ)
Bu = 0
(2.89)
Brez nadaljnje izpeljave lahko trdimo, da je zgornji sistem enačb ekvivalenten zapisu
LM FBS metode v enačbi (2.79). Za sekundarno MIP lahko torej ponovno uporabimo














; pri identifikaciji podstruktur AB - B = A. (2.91)
Z nadaljnjo manipulacijo dodajanja ali odstranjevanja admitančnih matrik podstruk-
tur v blok-diagonalnih združenih admitančnih matrikah lahko poljubno sklapljamo ali
identificiramo vpliv posameznih dinamskih lastnosti podstruktur.
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2.4. Podstrukturiranje v časovni domeni
Metode dinamičnega sklapljanja v modalni in frekvenčni domeni predstavljajo večinski
del na področju dinamike podstrukturiranja. Kljub temu pa obstaja nekaj posebnosti,
zaradi katerih je bila razvita metoda sklapljanja na osnovi časovnih vrst. Sklapljanje
v časovni domeni odlikujejo sledeče značilnosti:
velika modalna gostota strukture,
prisotnost neviskoznega dušenja v strukturi,
potreba po visokofrekvenčnem impulznem vzbujanju,
obravnava lokalnih nelinearnosti,
sklapljanje struktur v realnem času.
Odziv strukture v obliki časovnih vrst se lahko določi iz numeričnega modela z upo-
rabo Newmarkovih časovno-integracijskih shem. Postopek je, zaradi zajema celotnega
nabora N prostostnih stopenj, procesorsko precej neučinkovit, še posebej kadar želimo
rezultat zgolj v nekaj točkah. Podobno je pri postopku v modalni domeni potrebno
za zajem vǐsjih frekvenc določiti številne modalne oblike, kar podalǰsuje čas izračuna.
Bolǰso alternativo slednjima pristopoma pa predstavljajo metode sklapljanja na osnovi
impulznih odzivnih funkcijah, ki so relativno novo področje v dinamiki podstrukturi-
ranja [20,40,41]. V tem poglavju bo predstavljen osnoven princip sklapljanja na osnovi
časovnih odzivov in njegove glavne značilnosti.
Duhamelov integral impulznih odzivov
Za izpeljavo časovne integracije si izposodimo admitančno notacijo iz enačbe (2.67),
ki predstavlja harmonski odziv na vektor vzbujevalne sile f(ω). Izbira slednje enačbe
nam že omogoča reduciran nabor informacij dinamskih lastnosti sistema v samo iz-
branih prostostnih stopnjah. Ena izmed možnosti določitve časovnega odziva je, da
vedno najprej izračunamo frekvenčni odziv prostostnih stopenj pomikov u(ω) in nato
z inverzno Fourierjevo transformacijo določimo u(t). Alternativa temu postopku pa
je direktna pridobitev časovnega odziva z Duhamelovim konvolucijskim integralom za
sistem, ki je na začetku v mirovanju:




Matrika Y(t) je matrika časovnih prenosnih funkcij z ekvivalentno razporeditvijo pro-
stostnih stopenj odziva / vzbujanja kot admitančna matrika v frekvenčni domeni. Po-
samezna IOF predstavlja odziv prostostne stopnje pomika pri enotskem impulzu (1 Ns).
IOF lahko pridobimo tudi na povsem eksperimentalni način z meritvijo časovnih vrst




2.5. Podstrukturiranje z metodo stanja in prostora
Podstrukturiranje v domeni stanja in prostora se je razvilo iz kontrolne teorije. Nota-
cijo stanja in prostora najdemo tudi v širokem naboru metod procesiranja signalov in
nadzora sistemov. Navkljub obsežni raziskovalni dejavnosti na področju identifikacije
lastnosti strukturne dinamike pa sklapljanje z metodo stanja in prostora nima ekviva-
lentne uporabnosti metodam iz frekvenčne ali modalne domene. Trenutno obstaja več
različic osnovne metode, ki sta jo postavila Su in Juang [27], vendar bo v tem poglavju
podana zgolj osnovna notacija. Bolj podrobno obravnavo najdemo v [42].
Teorija stanja in prostora je definirana na sistemu diferencialnih enačb prvega reda.
Glavnina informacije je zapisana v štiri členski matriki ÂB̂ĈD̂. Diferencialne enačbe
drugega reda iz splošne gibalne enačbe (2.1) lahko pretvorimo v prvi red z vpeljavo
vektorja stanja x(t). Ta vsebuje informacijo o pomikih kot tudi hitrostih. Vektor
zunanjih sil f(t) nadomestimo z vhodnim vektorjem v(t). Osnovna formulacija stanja
in prostora je tako (oznake stanje in prostora se od fizikalne domene razlikujejo v tipu
pisave):
{
ẋ(t) = Âx(t) + B̂v(t)






; v(t) = f(t) (2.93)
Vloga matrike Â je sledeča: predstavlja diferencialne enačbe drugega reda in izraža
notranje elastične sile in dušenje. Matriki B̂ in Ĉ sta povezavi med vhodnimi silami
na eni strani in izhodnimi pomiki x(t) in hitrostmi v(t) na drugi strani. Matrika D̂
po drugem Newtonovem zakonu postavlja povezavo med silami in pospeški in je v tem
primeru relacije sila-pomik in sila-hitrost enaka nič. Po dodatni manipulaciji enačbe
























Enačba (2.94) predstavlja klasičen zapis diferencialnih enačb drugega reda preko trans-
formacije v enačbe prvega reda. Matrike Pd, Pν in Pf so običajno Booleanove matrike,
ki določajo lokacijo vhodnih sil in izhodnih hitrosti ter pomikov v posameznih prosto-
stnih stopnjah na strukturi.
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Pri delovanju zunanjih sil se strukture odzovejo skladno z njihovimi materialnimi in
geometrijskimi lastnostmi. Zunanja obremenitev je lahko statična, pri čemer je odziv
zgolj prehodne narave, ali pa dinamična. Odziv na slednjo lahko poenostavljeno defi-
niramo z enačbami dinamike togih teles, medtem ko fizikalno bolj konsistenten prožen
odziv obravnava strukturna dinamika. Tukaj gre za popis dinamskih deformacij, zapi-
sanih z naborom parametrov v eni izmed petih domen, predstavljenih v poglavju 2. Za
izhodǐsče analize strukturne dinamike izbiramo med numeričnim ali eksperimentalnim
pristopom, kjer vsak izmed njiju omogoča svojevrstne prednosti. Numeričen pristop
omogoča dostop do vseh prostostnih stopenj, običajno hitreǰso in ceneǰso izvedbo v
primerjavi z eksperimentom, možnost analize pred prvim prototipom itd. Na drugi
strani je glavna prednost eksperimentalnega pristopa dostopnost do realnih struktur-
nih parametrov, kar se odraža na natančnosti končnega rezultata. V primeru dinamike
podstrukturiranja je to še posebej pomembno in hkrati glavna ovira v preboju postopka
v ustaljeno industrijsko rabo. Izključno numeričen ali samo eksperimentalen pristop
nista zadostna za robusten rezultat. Obe področji sta v zadnjih letih deležni obsežnih
raziskav, pri čemer se nakazujejo smernice v njuno medsebojno povezovanje v smeri
razvoja optimalnega postopka.
V tem poglavju bo orisano eksperimentalno delo ter ključni koraki in njihove lastnosti,
ki so relevantni za izvedbo meritev dinamskih odzivov. Najprej bo predstavljena eks-
perimentalna modalna analiza, kot osnovno orodje za pridobitev izmerkov in njihove
analize v frekvenčni in modalni domeni. Sledila bo teoretična izpeljava širjenja merilne
negotovosti, s katero želimo pridobiti informacijo o vplivu merilnih pogreškov pri skla-
pljanju struktur. Nazadnje bodo izpostavljeni najbolj vplivni merilni pogreški, ki jih
je potrebno ustrezno minimizirati.
3.1. Eksperimentalna modalna analiza
Namen eksperimentalne modalne analize je identifikacija modalnih parametrov, ki
odražajo realne dinamske lastnosti sistema. Definirani so z lastnimi frekvencami,
modalnimi oblikami ter faktorji modalnega dušenja. Pri vnosu zunanje sile v obliki
impulza, harmonskega ali naključnega vzbujanja oziroma vzbujanja pri lastnem delo-
vanju se strukture odzovejo z lastnim ali vsiljenim odzivom. Odzive različnih fizikalnih
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veličin zajamemo z zapisom diskretnih časovnih vrednosti, ki se nadalje pretvorijo v
frekvenčni prostor z uporabo Fourierjeve transformacije. Obstaja tudi možnost direk-
tne identifikacije modalnih parametrov iz časovnih vrst, vendar tovrstni postopek ni
splošno uveljavljen [43]. Za določitev frekvenčnih prenosnih funkcij je potrebna infor-
macija tako o vzbujevalni sili, kot tudi odzivu. V ta namen se postavi eksperimentalna
veriga, ki zajema obravnavano strukturo in nabor merilnih inštrumentov. Zelo po-
membno je preveriti linearnost sistema, kar naredimo s primerjavo odziva pri različnih
nivojih vzbujevalne sile. V kolikor je odziv sorazmeren vzbujevalni sili, nadaljujemo z
naslednjim korakom. Realne meritve so vedno podvržene nezaželenim zunanjim dejav-
nikom, ki zmanǰsujejo verodostojnost izmerkov. Veliko pozornosti je potrebno nameniti
sami pripravi eksperimenta, ustreznemu načinu vzbujanja, izbiri zaznaval ter nadaljnji
obdelavi podatkov. Na podlagi cenilk frekvenčnih prenosnih funkcij določimo odzivni
model strukture in nanj apliciramo metode identifikacije modalnih parametrov. Sle-
dnji predstavljajo kompakten zapis dinamskih lastnosti sistema in omogočajo nadaljnjo
manipulacijo ter procesiranje signalov. Med pomembneǰsimi so uporaba primerjalnih
kriterijev, modalnega glajenje in rekonstrukcija odzivnega modela. V nadaljevanju po-
glavja so predstavljeni vsi ključni koraki za izvedbo eksperimentalne modalne analize.
3.1.1. Eksperimentalno okolje
Eksperimentalno delo lahko v osnovi delimo v tri glavne sklope, ki so prikazani na
sliki 3.1. Postavitev in priprava obravnavane strukture sodi v prvi sklop, sledi ge-
neriranje signala in aplikacija vzbujevalne sile. V tretjem sklopu merilna zaznavala


















Slika 3.1: Osnovi elementi eksperimentalnega postopka.
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Obravnavana struktura
Obravnavana struktura velikokrat ne nastopa kot samostojna enota, temveč je del
nekega večjega sestava. Za dinamsko analizo je zato pomembno, kako zapǐsemo njene
robne pogoje, s katerimi definiramo interakcijo izolirane strukture s preostalim delom.
V praksi to pomeni, da je potrebni izbirati med analizo v realnem okolju oziroma
laboratoriju. Torej je potrebno izbrati obravnavo kot del sestava ali ločeno individualno
analizo. Osnovni kriterij pri izbiri je pridobitev realnih dinamskih lastnosti, pri čemer
pa ni zapisanih standardnih smernic, temveč je odločitev velikokrat stvar izkušenj.
Robne pogoje lahko simuliramo s prostim vpetjem, kar v praksi izvedemo z uporabo
elastik, postavitev v magnetno polje, mehke pene ali gumijaste zračnice. Na drugi
strani, s fiksiranjem robnih prostostnih stopenj na težko togo pritrdǐsče, zanemarimo
toge lastne oblike in preučujemo samo prožne lastne oblike. Oba pristopa imata svoje
prednosti in omejitve, ki so podrobneje razložene v [44]. Za raziskave v tej doktorski
disertaciji je bilo izbrano prosto-prosto vpetje, ker predstavlja statični odziv pomembni
del informacije v dinamiki podstrukturiranja.
Vzbujanje
Drugi sklop pokriva vzbujevalne sile, ki jih lahko zagotovimo na številne načine, med
katerimi najpogosteje izstopata vzbujanje z modalnim kladivom in vzbujanje s stre-
salnikom. Modalno kladivo je naprava, sestavljena iz udarne konice, zaznavala sile,
ravnotežne mase in ročaja. Dolžino impulznega udarca pogojuje trdota udarne konice
in je obratno-sorazmerna s frekvenčno širino. Kraǰsi kot je udarec, vǐsje frekvenčna di-
namika je vzbujanja in obratno, kot je prikazano na sliki 3.2. V splošnem gre za široko
spektralno vzbujanje, pri čemer modalno kladivo nima vpliva na meritev. Za upo-
rabo ni potrebna generacija signala, ker upravljamo modalno kladivo ročno. Tehnika
je zaželena v primeru velikega števila merilnih mest, ker omogoča hitro prestavljanje
lokacije meritve. Bolj podrobne lastnosti o modalnem kladivu lahko najdemo v [45].
Druga izmed bolj uveljavljenih oblik vzbujanja se doseže s stresalnikom z elektrome-
hanskim jedrom, ekscentričnimi rotacijskimi masami, hidravličnim cilindrom, piezoe-
lektričnim aktuatorjem itd. Slednji zagotavljajo skoraj poljubno obliko vzbujanja, med
katerimi so najbolj uveljavljeni naključni, periodični ter prehodni signali. Signalu iz
signalnega generatorja se najprej s filtrom odstrani statični odziv ter preostali del ojača
s signalnim ojačevalnikom. V močnostni obliki nato signal poganja stresalnik v zaprti
ali odprti krmilni zanki. Pri uporabi stresalnikov je zaznavalo sile preko kovinske osti
pritrjeno na obravnavano strukturo, kar neposredno vpliva na izmerjeno osnovno di-
namiko. Več o lastnostih uporabe stresalnika najdemo v [45], nekaj tipičnih primerov
signalov vzbujanja pa je prikazanih na sliki 3.3.
Zajem in obdelava podatkov
Pri obravnavi dinamike struktur se najpogosteje meri pomik, hitrost ali pospešek.
V osnovi delimo zaznavala na kontaktna in brez-kontaktna. Slednja so še posebej
zaželena, ker ne vplivajo na dinamske lastnosti strukture. Primer zaznavala za meritev
pomikov predstavlja LVDT, za hitrosti laserski vibrometer ter pospeška piezoelektrično
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Slika 3.2: Vpliv dolžine udarca na frekvenčni spekter; a) Časovni signal,
b) Frekvenčni spekter signala.
zaznavalo pospeška. Pogoj za meritev je sorazmernost fizikalne veličine z neko obliko
električne veličine. Običajno sta to električna napetost, ki gre neposredno na zajemni
modul ali električni naboj, ki se pred tem ojača in pretvori v napetost v nabojnem
ojačevalniku. Pred zajemnim modulom ali merilno kartico lahko dodatno vstavimo
filtre za izločanje nizko, visoko ali pasovne frekvenčne vsebine. Filtriran analogni signal
se z analogno-digitalnim pretvornikom zapǐse v digitalno obliko in je kot tak pripravljen
za nadaljnje procesiranje na osebnem računalniku. V tem koraku je izmerjeni signal v
obliki diskretnih časovnih vrst, ki jih je potrebno s Fourierjevo transformacijo pretvoriti
v obliko frekvenčnega spektra.
3.1.2. Fourierjeva transformacija
Po teoriji Fourierjevih vrst lahko poljuben periodičen signal definiramo kot vsoto ustre-
znega nabora sinusnih in kosinusnih funkcij. Razširitev osnovne teorije na neperiodične
signale, ki jih pogosto obravnavamo v praksi, zahteva pretvorbo diskretnega nabora





in podaja pretvorbo signala iz časovne domene x(t) v frekvenčno domeno X(f). S
postopkom inverzne Fourierjeve transformacije je moč izvesti reverzibilen proces z na-
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Slika 3.3: Značilni signali vzbujanja s stresalnikom; a) Sinusni prelet, b) Naključni






Podrobno izpeljavo, kot tudi lastnosti Fourierjeve transformacije, najdemo v delu [46].
Konvolucija
Pri procesiranju signalov se pogosto osnoven časovni signal x(t) množi z drugimi
časovnimi vrstami m(t). Uveljavljen primer je postopek oknenja signala, ki je podrob-
neje razložen v poglavju 3.1.3. Konvolucijski produkt v frekvenčni domeni z oznako ∗
41
Eksperimentalno delo v strukturni dinamiki
je enakovreden produktu dveh časovnih vrst, kar je shematsko prikazano na sliki 3.4.
Z enačbo to zapǐsemo kot:
F{x ·m} = F{x} ∗ F{m}, (3.3)
kjer F označuje Fourierjevo transformacijo. Konvolucija funkcij X(ω) in M(ω) je
















Integral območja je enak 
vrednosti konvolucije pri času t 
Slika 3.4: Shematski prikaz postopka konvolucije.
Diskretna Fourierjeva transformacija
Zajet signal v analogni obliki je pred nadaljnjo obdelavo potrebno pretvoriti v digitalno
obliko, s čimer izgubimo zveznost in posledično je potrebna pretvorba Fourierjevega
integrala v njegovo ekvivalentno diskretno obliko. Transformacija diskretne časovne
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Tovrsten postopek se poleg namena pretvorbe signala v frekvenčno domeno uporablja
tudi za filtriranje naključnega pogreška iz izmerjenih signalov. Danes poznamo proce-
sorsko bolj učinkovit algoritem za izračun diskretne Fourierjeve transformacije, ki ga
imenujemo hitra Fourierjeva transformacija (HFT) [47].
3.1.3. Obdelava signala
Obdelava ali procesiranje signalov se prične z merilno verigo. Signal vzbujanja je po-
trebno najprej ustrezno pripraviti in nato na strani odziva izmerjeno fizikalno veličino
pretvoriti v grafičen ali poljuben digitalen zapis. Vsaka transformacija podatkov pred-
stavlja potencialno mesto vnosa pogreška ali izgube natančnosti. Z vidika želje po
ohranjanju fizikalne konsistentnosti podatkov je potrebno poznavanje lastnosti vsakega
koraka vključno z diskretno Fourierjevo transformacijo. V tem poglavju bodo doda-
tno predstavljene lastnosti treh poglavitnih postopkov in sicer: frekvenčno prekrivanje,
frekvenčno odtekanje in oknjenje signalov. Snov je povzeta po delih [44,46,48].
Frekvenčno prekrivanje
Pri diskretizaciji analognega signala se pojavi problem frekvenčnega prekrivanja (ang.
aliasing). Do tega pojava pride takrat, ko opazovan sistem vsebuje vǐsje frekvenčni od-
ziv od frekvence vzorčenja ωvz. Posledično pride do napačne identifikacije frekvenčnega
odziva nad ωvz, kar je shematsko prikazano na sliki 3.5.
Pri vǐsje frekvenčnem signalu je zaradi prenizke frekvence vzorčenja prǐslo do pod-
vzorčenja, kar se neposredno preslika tudi na interval pod frekvenco vzorčenja. Na ta
način pride do napačne interpretacije odziva, kot je prikazano na sliki 3.6.
V izogib temu pojavu je najprej potrebno upoštevati Nyquistov kriterij. Slednji definira
Nyquistovo frekvenco vzorčenja, ki mora biti vsaj dvakrat vǐsja od najvǐsje opazovane
frekvence v zajetem signalu. V praksi to pomeni tudi do 10 krat vǐsjo frekvenco zaje-
manja, s čimer smo na varni strani pred pojavom frekvenčnega prekrivanja. Nadaljnji
korak je uporaba nizko-pasovnih filtrov (slika 3.7). Z njim odrežemo vǐsje frekvenčni
odziv že iz časovnega signala in na ta način minimiziramo vpliv dinamskih lastnosti
strukture izven opazovanega frekvenčnega območja.
Frekvenčno odtekanje
Signali iz realnih meritev so običajno sestavljeni iz več periodičnih ali neperiodičnih
komponent pri različnih frekvencah. Četudi obravnavamo harmonični odziv sistema
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Slika 3.6: Preslikava signala pod mejo vzorčenja; a) Signal v frekvenčni domeni, b)
Preslikava signala nad fs/2 na prvi del frekvenčnega območja.
z eno prostostno stopnjo, izmerjeni signal običajno vsebuje nek delež naključnega po-
greška. V kolikor torej zajeti signal znotraj merilnega okna ne izkazuje periodičnosti,
njegova Fourierjeva transformacija ni zgolj ena linija v amplitudnem frekvenčnem spek-
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Slika 3.7: Uporaba nizko-pasovnega filtra; a) Signal v frekvenčni domeni, b)
Karakteristika filtra, c) Filtriran signal.
tru, ampak kombinacija več odzivov z različnimi amplitudami okrog osrednje frekvence.
Ta pojav imenujemo frekvenčno odtekanje (ang. leakage) (slika 3.8).
Frekvenčno odtekanje je zelo nezaželen pojav v procesu identifikacije frekvenčnega od-
ziva. Zaradi odtekanja ali porazdelitve energije sistema na širše frekvenčno območje le
ta vodi v napačno interpretacijo odziva še posebej pri nizkih frekvencah. Pri zajemu
signala je tako nujno potrebno upoštevati naslednje pogoje [45]:
dolžina zajetega signala se naj ujema s periodo odziva (ob pogoju periodičnosti
signala),
podalǰsanje časa zajemanja T , s čimer ne zmanǰsamo odtekanja, povečamo pa
frekvenčno ločljivost,
uporaba ustreznih oken (Hannovo, Hammingovo, Bartlettovo itd), ki gladijo pre-
hod na robu izmerjenega intervala,
uporaba pseudo-naključnega vzbujanja, ki sestoji iz ujemajočih period ali harmo-
nikov znotraj vzbujevalnega intervala.
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Slika 3.8: Frekvenčno odtekanje signala; a) Zajem celotne periode signala, b) Odrez
neperiodičnega dela signala.
Oknjenje
Okenske funkcije (ang. window functions) predstavljajo časovne funkcije w(t), s ka-
terimi okvirimo oziroma zajamemo tisti del signala x(t), iz katerega želimo pridobiti
potrebne informacije. Z njimi lahko zajamemo celoten odziv od začetka pa vse do izni-
hanja sistema ali pa samo specifičen vmesni del. V slednjem primeru in v primeru, ko
se sistem zaradi kontinuiranega vnosa zunanje sile ne izniha, pride do odreza signala in
posledično do frekvenčnega odtekanja. Z uporabo ustreznih oken se lahko minimizira
robni pojav in izbolǰsa pogoj periodičnosti. To dosežemo z množenjem izmerjenega
signala z ustrezno okensko funkcijo w(t) pred transformacijo v frekvenčno domeno.
Potrebno se je zavedati, da uporaba oken vpliva na celoten signal x′(t) = x(t)w(t). V
kolikor je isto okno aplicirano na vzbujevalni kot tudi odzivni signal, je običajno bolj
problematično v primerjavi z uporabo različnih oken. Iz tega razloga je zaželeno, da se
preveri konvergenca različnih oken k istemu rezultatu. Za primer vzbujanja z modalnim
kladivom se običajno uporabi kvadratno okno na vzbujevalnem signalu in eksponentno
na odzivu. Za signale pri vzbujanju s stresalnikom pa so bolj značilne Bartlettova, Han-
ningova, Hammingova, Parzenova okenska funkcija itd. Na sliki 3.9 je prikazan vpliv
nekaj izmed bolj uveljavljenimi okenskimi funkcijami na signal v frekvenčni domeni.
3.1.4. Naključni signali in cenilke FPF
Naključnih signalov ni moč neposredno pretvoriti v frekvenčni prostor s Fourierjevo
transformacijo, ker ne izpolnjujejo pogoja periodičnosti in Dirichlet-ovega pogoja kon-
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Slika 3.9: Vpliv oken na frekvenčno odtekanje signala; a) Funkcije oken v časovni




|x(t)| dt < ∞. (3.7)
Za določitev cenilk FPF se zato poslužimo statistične analize, pri čemer je za mate-
matično korektnost potrebna predpostavka stacionarnost in ergodičnost. To pomeni,
da signali ohranjajo povprečne lastnosti (srednjo vrednost, kvadratično srednjo vre-
dnost in normalno statistično porazdelitev) pri analizi samo ene meritve kot tudi več
meritev, povprečenih po času.
Izpeljavo pričnemo z izbiro naključnega vzbujevalnega signala f(t), ki mu izračunamo







f(t)f(t+ τ) dt (3.8)
Enačba (3.8) definira naključno avto-korelacijsko funkcijo in predstavlja odvisnost po-
sameznih trenutnih amplitud v naključnem časovnem signalu glede na predhodne tre-
nutne amplitude odziva. Za avto-korelacijsko funkcijo držijo naslednji pogoji: funkcija
je soda, realna, konvergira proti nič kadar je τ velik in upošteva Dirichlechtov pogoj iz
enačbe (3.7). Slednji pogoji v naslednjem koraku omogočajo Fourierjevo transforma-
cijo:
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kjer Sff označuje avto-spektralno gostoto, ki je prav tako realna in soda funkcija.
Analogno avto-spektralni gostoti naprej izpeljemo tudi križno-spektralno gostoto, ki












kjer Rxf in Rfx predstavljata križno-korelacijski funkciji. V nadaljevanju lahko izra-
zimo njuno relacijo kot:
Rxf (τ) = Rfx(−τ) (3.12)




Nadaljujemo z zapisom odvisnosti avto- in križno-spektralne gostote med signalom
vzbujanja in odziva na osnovi odzivnih matrik. Zaradi obsežnosti izpeljave bodo vme-
sni koraki izpuščeni (najdemo jih v [44]), podane pa bodo končne oblike zapisa. Avto-




Sxx(ω) = |H(ω)|2Sff (ω), (3.15)
ter križno-spektralna gostota kot:
Sfx(ω) = H(ω)Sff (ω), (3.16)
48















Slika 3.10: Tradicionalni merilni model.
oziroma:
Sxx(ω) = H(ω)Sxf (ω). (3.17)
Realne meritve frekvenčnih prenosnih funkcij imajo poleg koristnega signala vedno nek
delež naključnega merilnega pogreška ali šuma. Ta se lahko v meritev pridruži v fazi
vzbujanja ali zajema merilnih signalov. Shematsko je ta proces prikazan na sliki 3.10.
Z namenom eliminacije vpliva naključnih pogreškov na meritev so v prvem delu po-
glavja izpeljane statistične cenilke šuma. V praksi se najpogosteje uporabljata dve
cenilki FPF in sicer H1(ω) in H2(ω). Cenilka H1(ω) predstavlja merilno negotovost
zgolj na izhodu in je definirana z razmerjem križno-spektralne gostote Sf ′x′ in avto-





Cenilka H2(ω) je analogno cenilki H1(ω) definirana kot razmerje med avto-spektralno






S povprečenjem križne-spektralne gostote se v obeh cenilkah manǰsa vpliv naključnih
pogreškov v signalu. Povprečenje torej limitira proti pravi oziroma iskani vrednosti
H(ω).
Šum v signalu ni konstantno prisoten samo na vhodu ali izhodu meritve, temveč je
njegova prisotnost frekvenčno pogojena. Pri posameznih frekvencah je šum zgolj na
vhodu, medtem ko je pri ostalih samo na izhodu ali pa obeh straneh. Z izbiro posame-
zne cenilke tako ne moremo natančno pokriti celotnega frekvenčnega intervala, lahko
pa ob upoštevanju naslednjih lastnosti izberemo optimalno cenilko:
Za frekvenčno območje, kjer se nahajajo antiresonance, je zaradi problematičnega
šuma na izhodu bolj primerna cenilka H1(ω).
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V resonančnih frekvencah je cenilka H2(ω) manj občutljiva na frekvenčno odte-
kanje in bolj učinkovito izniči šum na vhodu signala.
V primeru vzbujanja z modalnim kladivom ali psevdo-naključnim vzbujanjem
sta obe cenilki ustrezni za popis resonančnega območja, vendar je cenilka H1(ω)
prioriteta, ker dodatno bolje popǐse še antiresonančno območje.
Koherenca
V teoriji naj bi obe cenilki H1(ω) in H2(ω) zagotavljali enak rezultat, kar pa je v
praksi včasih težko doseči. Koherenčna funkcija je cenilka frekvenčnih prenosnih funkcij






Koherenca γ2(ω) predstavlja normirani koeficient (med 0 in 1) med izmerjeno silo in
odzivom za vsako posamezno frekvenco. Vrednost 1 predstavlja popolno ujemanje ali
vzročno-posledičnost, medtem ko nič pomeni popolno neujemanje. Razlogi za vrednosti
manǰse od 1 so lahko sledeči:
prisotnost šuma v meritvah,
pogrešek zaradi prenizke ločljivosti meritve,
nelinearen odziv sistema x(t) na vzbujanje f(t),
izmerjen odziv x′(t) je posledica več vzbujanj poleg osnovnega f(t).
3.1.5. Identifikacija modalnih parametrov in rekonstrukcija FPF
Na sliki 2.1 prikazana shematska delitev metod dinamičnega podstrukturiranja v petih
domenah in njihovih medsebojnih prehodih. Za potrebe eksperimentalne modalne
analize v tej doktorski disertaciji bosta v ospredju zlasti modalna in frekvenčna domena
ter možnosti prehajanja med obema.
Identifikacija modalnih parametrov
S cenilkami FPF lahko iz eksperimentalno pridobljenih podatkov določimo celotno od-
zivno oziroma admitančno matriko. Slednja predstavlja izhodǐsče, na osnovi katere z
uporabo metod identifikacije modalnih parametrov določimo lastne frekvence, lastne
oblike in faktorje modalnega dušenja. Metode IMP so se prvič pojavile v sedemdese-
tih letih dvajsetega stoletja in se od takrat aktivno uporabljajo in nadgrajujejo tako
za raziskovalne kot tudi industrijske aplikacije [44]. Danes so tako prisotne številne
izpeljanke IMP, katerih pristopi izhajajo iz treh kategorij:
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Frekvenčna domena / Časovna domena; Metode v frekvenčni domeni po-
izkušajo na podlagi modalne superpozicije ujeti obliko FPF s končnim številom
prožnih lastnih oblik pri posameznih lastnih frekvencah. Na drugi strani metode
v časovni domeni posnemajo tehniko končnih impulznih odzivov (KIO) in lahko
potekajo povsem avtomatsko.
Ena prostostna stopnja / Več prostostnih stopenj; Identifikacija sistemov
z eno prostostno stopnje poteka po principu ujemanja ene prožne lastne oblike
pri dani lastni frekvenci z opazovano prenosno funkcijo. V primeru bližnjih vr-
hov prenosnih funkcij in velikega dušenja se uporabi metode za identifikacijo več
prostostnih stopenj, ki pri iskanju ujemanja upoštevajo medsebojni vpliv.
Realne / kompleksne vrednosti; Metode, ki uporabljajo realne vrednosti pa-
rametrov, temeljijo na proporcionalnem dušenju in sinhronem odzivu vseh pro-
stostnih stopenj. To pomeni, da imamo opravka z realnimi lastnimi oblikami
in upoštevamo modalno superpozicijo. Za definiranje bolj kompleksnih modelov
dušenja se uporabljajo metode za določitev kompleksnih lastnih oblik.
Metode IMP v splošnem razvrščamo v direktne in indirektne metode, pri čemer se
te nadalje delijo na metode, ki upoštevajo eno prostostno stopnjo SDOF (ang. single
degree of freedom) in na tiste, ki upoštevajo več prostostnih stopenj MDOF (ang. multi
degree of freedom). V tej doktorski nalogi smo uporabili metodo LSFD, ki jo uvrščamo
med metode z več prostostnimi stopnjami in je implementirana v programskem okolju
LMS Test Lab.
Rekonstrukcija FPF
Navkljub uporabi cenilk FPF za eliminacijo nezaželenih merilnih pogreškov v izmer-
jenem signalu je včasih potrebno dodatno glajenje, ki se običajno izvede v modalnem
prostoru. Iz eksperimentalne odzivne matrike se z metodami IMP določijo modalni pa-
rametri, nad njimi se izvede glajenje ali pa se z direktno rekonstrukcijo FPF preidemo
v frekvenčno domeno. Z vmesnim postopkom transformacije lahko signal očistimo
naključnih pogreškov, kar je splošna praksa v strukturni dinamiki.
Rekonstrukcija FPF na osnovi modalne sinteze se izvede ob upoštevanju modalne su-
perpozicije. Gre za seštevanje doprinosa posamezne modalne oblike na celoten odziv
opazovane prostostne stopnje. V grobem delimo modalne oblike na toge in prožne la-
stne oblike. Toge lastne oblike definirajo zelo pomemben statičen odziv strukture ter
prožne lastne oblike dinamičen ali deformacijski odziv. V kolikor obstaja dinamičen
odziv nad frekvencami zajema uporabljene zaznavalne merilne opreme, imamo opravka
tudi z vǐsjefrekvenčnimi ostanki. Slednji predstavljajo kumulativen vpliv dinamičnega
odziva pri vǐsjih frekvencah na opazovan frekvenčni interval. Doprinos posameznega
zapǐsemo z enačbo kot [44]:







(ω2r − ω2)− 2iξrωrω
+RVFOij , (3.21)
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(ω2r − ω2)− 2iξrωrω
, (3.22)





(ω2r − ω2)− 2iζrωrω
, (3.23)
Parametra ωr in φr predstavljata r-to lastno frekvenco in lastno obliko ter ζr pripa-
dajočo modalno dušenje. Parameter m1 označuje število togih lastnih oblik, ki jih je
v primeru obravnave v prostoru z vsemi šestimi prostostnimi stopnjami šest ter para-
meter m2 število prožnih lastnih oblik. Na sliki 3.11 je shematski prikaz superpozicije









Slika 3.11: Superpozicija lastnih oblik.
3.2. Širjenje merilne negotovosti
Namen preučevanja razširjanja merilne negotovosti je določitev funkcije porazdeli-
tve merilne negotovosti, ki temelji na merilnih negotovostih njenih spremenljivk. Za
določitev merilne negotovosti se lahko poslužujemo uporabi tako imenovanih stati-
stičnih momentov, ki definirajo verjetnost porazdelitve. V splošnem ločimo štiri stati-
stične momente:
Moment prvega reda je enak pričakovani srednji vrednosti
Moment drugega reda je enak varianci ali standardni deviaciji
Moment tretjega reda je enak standardiziranemu koeficientu simetrije (ang.
skewness)
Moment četrtega reda označuje sploščenost funkcije (ang. kurtosis oz. distri-
bution’s peakiness)
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Za popis verjetnosti porazdelitve posamezne spremenljivke ob upoštevanju Gaussove
ali normalne porazdelitve ne potrebujemo vseh štirih momentov, ampak zadoščata že
prva dva; srednja vrednost in varianca. V tem primeru ima porazdelitev samo en vrh in
izraža simetričnost, zaradi česar sta tretji in četrti moment enaka nič. V tem poglavju
bo izpeljava temeljila na predpostavki Gaussove porazdelitve, ki je primerna za popis
zunanjih vplivov na merilni signal. Izpeljava v tem poglavju temelji na prispevku
avtorja de Klerka s sodelavci [49].
Predpostavimo nabor n naključnih vhodnih spremenljivk xi v vektorju x , [x1...xn]T,
ki imajo poznano srednjo vrednost x̄. Naprej definiramo funkcijo g kot funkcijo spre-
menljivk v vektorju x. Statistični momenti funkcije g(x) se določijo na osnovi skraǰsane
Taylorjeve vrste okrog srednje vrednosti vhodnih spremenljivk. Pri tem so zaradi
pričakovane majhne vhodne merilne negotovosti in njihove Gaussove porazdelitve spre-
jete predpostavke linearnosti g(x) okrog x. Iz tega razloga zadostuje uporaba prvega
člena Taylorjeve vrste za popis prvih dveh statističnih momentov funkcije g(x):







(xi − x̄i) (3.24)
Ob upoštevanju statističnih pravil za izračun prvega momenta [50], lahko zapǐsemo
naslednji izraz:





























E[(xi − x̄i)] = 0. (3.26)
Prvi moment funkcije g(x) je tako:
E[g(x)] = g(x̄). (3.27)
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E[(xi − x̄i)(xj − x̄j)]
(3.29)
Z definicijo kovariance [50]:
Kov[xi, xj] = E[(xi − E[xi])(xj − E[xj])], (3.30)











Za poenostavitev nadaljnje izpeljave je sprejeta predpostavka, da so spremenljivke med
seboj neodvisne (v praksi je nemogoče doseči popolno neodvisnost naključnih pogreškov
v meritvah sil in pospeškov, vendar je predpostavka nujno potrebna za nadaljevanje









V praksi se običajno zaradi želje po ohranitvi osnovne enote funkcije porazdelitve defi-
nira v obliki standardne deviacije. Slednja je definirana kot kvadratni koren variance in










Tovrsten zapis predstavlja nastavek za kasneǰso aplikacijo razširjanja merilne negoto-
vosti na metodo sklapljanja LM FBS. Pred tem pa je potrebno še definirati bolj splošen
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zapis, v kolikor je funkcija g(x) v matrični obliki. Glede na to, da so vse matrike line-





kjer je Pij logična Booleanova matrika z enako dimenzijo kot matrika G. Vsi elementi
matrike Pij so enaki nič razen člena (i, j), ki je enak ena. Iz te definicije izhaja matrična




















kjer predpostavimo dimenzijo matrike G n×m. V enačbi (3.35) je pomembna notacija
zavitih oklepajev, ki v celotni nadaljnji izpeljavi predstavljajo operacijo kvadriranja in
korenjenja po posameznih elementih vektorja. Za nadaljevanje je priročna izpeljava





G−1 = −G−1PijG−1. (3.36)
3.2.1. Merilna negotovost pri meritvah dinamike podsistemov
Za določitev poti širjenja merilnega pogreška sklopljenega sistema je potrebno poznati
merilne negotovosti oziroma intervale zaupanja posameznih FPF podsistemov. Pri
izpeljavi se bomo naslanjali na statistične momente iz poglavja 3.2. Iz teoretičnega vi-
dika jih lahko enakovredno uporabimo tako v časovni kot frekvenčni domeni, pri čemer
je izbrana frekvenčna domena, zaradi priročnosti zapisa dinamike v obliki FPF. Za
izpeljavo uporabimo Nblok vzbujevalnih in merilnih signalov združenih v bloke, ki so
kompaktno zapisani v tri dimenzionalne matrike vzbujanja Fblok in odzivov Ublok. Na-
dalje izračunamo povprečje amplitud frekvenčnega spektra tako za vzbujevalne sile kot
















kjer F̄ in Ū predstavljata dvodimenzionalno matriko povprečenih amplitudnih fre-
kvenčnih spektrov. Naključen pogrešek, ki jo pomerimo skupaj s signalom, torej pov-
zroča merilno negotovost, katera nas v primeru dinamike podstukturiranja zanima za
55
Eksperimentalno delo v strukturni dinamiki
povprečene amplitudne spektre; t.j. posamezna merilna negotovost △F̄ in △Ū tukaj
predstavljata intervale zaupanja za ocenjeno povprečje amplitudnih spektrov. Interval
zaupanja torej označuje območje znotraj katerega se bo s 95 % verjetnostjo nahajala
srednja vrednost meritve (koeficient 1.96 izhaja iz standardne določitve intervala za-
upanja na 95 % in označuje 1.96 × standardno deviacijo meritve). Posledično s tem
definiramo merilno negotovost srednje vrednosti in ne varianco izmerjenih vrednosti.
Izračunano srednjo vrednosti in merilno negotovost vzbujevalnega in odzivnega signala
je naprej potrebno povezati preko matrike frekvenčnih prenosnih funkcij Y:
Y = UF−1. (3.38)
Zapǐsemo prvi moment odzivne matrike Y:
E[Y] = Ȳ = ŪF̄−1 (3.39)
Merilna negotovost odzivne matrike Y bo v nadaljevanju pogojena s predpostavko
odvisnosti od vseh členov F̄ in Ū, čeprav je matrika F̄ redka po sestavi (nekateri členi
so enaki 0 in nimajo vpliva na odzive v določenih smereh), kar poenostavi izpeljavo,
a ne vpliva na končen rezultat. V splošnem primeru lahko rečemo, da ima odzivna
matrika U dimenzijo n × L, pri čemer je n število odzivnih prostostnih stopenj in L
število referenčnih prostostnih stopenj (ang. driving point measurements). Matrika
vzbujanja ima dimenzijo L×L, v kolikor je vsaka prostostna stopnja vzbujana enkrat.

























































Enačba (3.42) ponazarja merilno negotovost odzivne matrike Y posameznega podsis-
tema kot posledico merilnih negotovosti sile in odziva.
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3.2.2. Merilna negotovost sklopljenega sistema
Izpeljavo razširjanja merilne negotovosti sklopljenega sistema, kot posledico merilnih
negotovosti posameznih FPF podsistemov, pričnemo s ponovnim zapisom enačbe LM
FBS (2.79):
Y(tot) = Y −YBT(BYBT)−1BY. (3.44)
Prvi statistični moment metode LM FBS je tako:
E[Y(tot)] = Ȳ(tot) = Ȳ − ȲBT(BȲBT)−1BȲ. (3.45)
Naprej potrebujemo odvod enačbe LM FBS na njen posamezen člen Yij, s čimer lahko















kjer je bilo uporabljeno pravilo odvajanja produkta drugega člena enačbe (3.44) in



























kjer ima matrika Y dimenzijo n×m.
Formulacija razširjanja merilne negotovosti nam podaja štiri pomembne lastnosti, ki
se jih je potrebno zavedati pri pridobivanju podatkov za postopek dinamičnega skla-
pljanja:
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Merilna negotovost v izključno notranjih koordinatah posameznega podsistema
se ne prenaša naprej na celoten sistem. Razlog za to je, da te koordinate ne sode-
lujejo v povezovalni matriki in posledično ne ’komunicirajo’ s preostalimi struktu-
rami. Shematsko je to prikazano na sliki 3.12a, kjer indeks 1 predstavlja notranje
koordinate in indeks 2 povezovalne koordinate na obravnavanih podstrukturah A
in B.
Merilna negotovost v izključno povezovalnih koordinatah se prenese na vse FPF
vseh podstruktur, ki se povezujejo s to koordinato. Merilne negotovosti v pove-
zovalnih koordinatah se potencirajo, kar ima nezaželen učinek na končen rezultat
sklopljenega sistema (slika 3.12b).
Prisotnost merilne negotovosti v FPF med notranjo in povezovalno koordinato se
bo razširila na vse FPF, ki so v povezavi s to notranjo koordinato. To velja tudi
za druge podsisteme v kontaktu s to povezovalno koordinato. Širitev je torej v
smeri kolone odzivne matrike sklopljenega sistema (slika 3.12c).
Podobno logiko najdemo v primeru merilne negotovosti v FPF med povezovalno
in notranjo koordinato, kjer se le ta širi v smeri vrstice odzivne matrike skloplje-



















































ne-sklopljen FPF z 
merilno negotovostjo
ne-sklopljen FPF brez 
merilne negotovosti
sklopljen FPF z 
merilno negotovostjo
sklopljen FPF brez 
merilne negotovosti
Slika 3.12: Širjenje merilne negotovosti.
3.3. Vplivni parametri pri meritvi FPF
Analitične ali numerične modele se v dinamiki podstrukturiranja uporablja že vrsto
let. Dostop do vseh merilnih mest, vzbujanje s silo ali momentom ter izračunom tran-
slacijskih in rotacijskih odzivov vodi v stabilno rešitev sklopljenega sistema. Vendar pa
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je natančnost le-tega pogojena z natančnostjo ocenjenih geometrijskih in materialnih
parametrov. Za njihovo določitev je potrebna izvedba meritev, na katero pa vplivajo
številni nezaželeni pojavi. Razumevanje teorije dinamike sistemov, njihovih fizikalnih
lastnosti kot tudi poznavanje značilnosti merilne verige in kasneje procesiranja signalov
nam omogočajo, da minimiziramo nekoristen del signala v izmerkih. Poznavanje iz-
vorov vplivnih parametrov omogoča optimalno pripravo eksperimenta in interpretacije
izmerjenih signalov.
Merilne pogreške lahko v osnovi delimo na naključne in sistematične pogreške. Na-
ključni pogreški se, kot pove ime, naključno spreminjajo po velikosti in smeri. Pov-
zročijo jih številni med seboj neodvisni majhni vplivi, ki preprečujejo absolutno pono-
vitev meritve. Tipični primeri so šum zaznaval, vplivi vibracij iz okolja, motnje v ele-
ktričnem omrežju itd. Njihov vpliv je možno minimizirati z večkratnim povprečenjem
ali uporabo statističnih metod. Na drugi strani so sistematični pogreški definirani po
velikosti in smeri ter jih je možno odpraviti s postopkom umerjanja. Njihov izvor je
vezan na lastnosti merilnega sistema, vgradnje in delovnih pogojev. Tipični primeri so
odstopanje lokacije in orientacije zaznaval na merjeni strukturi, sprememba tempera-
ture med meritvijo, vpliv dodane mase zaznaval na dinamiko struktur, robni pogoji,
zanemaritev rotacijskih prostostnih stopenj itd. Pojavijo se tudi v procesiranju signa-
lov npr. zaokroževanje pri analogno-digitalni pretvorbi. Zaradi nepoznavanja prave
vrednosti izmerka je njihov vpliv težko določljiv.
V nadaljevanju poglavja so izpostavljeni vplivni parametri oziroma izvori merilnih
pogreškov, značilnih za eksperimentalno dinamiko podstruktur. Razdeljeni so v tri
skupine in sicer pogreški pri vzbujanju, pogreški pri zaznavanju ter pogreški značilni
pri pripravi strukture. Poleg mehanizma nastanka in ukrepi za njegovo minimizacijo
bo označeno področje frekvenčne prenosne funkcije, na katero imajo največji vpliv.
V obravnavi bodo izpostavljeni izključno parametri, značilni za izvedbo meritve in
izpuščene stacionarne lastnosti zaznaval (lezenje, histereza, ločljivost, itd.) ter kasneje
pogreški pri procesiranju signalov (analogno-digitalna pretvorba, Fourierjeva transfor-
macija, itd.).
3.3.1. Pogreški pri vzbujanju strukture
Lokacija vzbujanja
Ne glede na izbiro vzbujevalnega mehanizma lokacija vzbujanja vpliva na lokalne la-
stnosti frekvenčnega odziva, kot so antiresonance ter amplitude lastnih frekvenc, kot
globalne lastnosti. Vnesena energija potuje po strukturi z določeno hitrostjo v obliki
valov, zato razdalja med vhodno in izhodno lokacijo lahko predstavlja časovno razliko.
Velikokrat v praksi oblika strukture ne omogoča vzbujanje v posameznih točkah, kar
nas prisili v nekoliko zamaknjeno lokacijo, s tem pa je povezana napačno ocenjena
dinamična togost. V primeru plošče je tako teoretično srednja ravnina nedostopna,
zaradi česar se običajno vzbuja površina. Na podobne omejitve naletimo v kontaktu,
kjer ni možno vzbujati posameznih prostostnih stopenj.
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Referenčna meritev
Kadar želimo pomeriti frekvenčno prenosno funkcijo, kjer sta vzbujanje in odziv na isti
lokaciji in smeri, govorimo o referenčnih odzivih. Na podlagi teh meritev lahko določimo
masno normirane modalne vektorje, ki nadalje omogočajo rekonstrukcijo FPF. V di-
namiki podstrukturiranja so te meritve nujen predpogoj za določitev realnih amplitud
odziva. Njihova določitev je v praksi zelo zahtevna, saj je fizično nemogoče postaviti
zaznavalo in vzbujati hkrati na istem mestu. Vpliv oddaljenosti slednjih lahko odigra
pomembno vlogo, kar je podrobneje razloženo v [51, 52]. Veliko večji izziv pa predsta-
vlja referenčna meritev rotacijskih odzivov, ker do tega trenutka ne poznamo zanesljive
metode vzbujanja z momentom. V praksi se takšne meritve zato normirajo z uporabo
numeričnih masnih matrik.
Vzbujanje s kladivom in stresalnikom
Vzbujanje s stresalnikom je možno do približno 9 kHz za majhne strukture (∼ 1 kg)
in do 1 kHz za velike (∼ 100 kg). Vpliv pritrditve zaznavala sile vpliva na osnovno
dinamiko in sicer na zamik lastnih frekvenc ter njihovih amplitud. Stresalnik lahko
preko vzbujevalne osti vnese tudi nelinearnost v samo meritev. Stresalnik je bolj pri-
meren za harmonske in naključne signale, medtem ko je impulzno vzbujanje običajno
izvedeno z modalnim kladivom. Slednje omogoča vzbujanje vse do 10 kHz za manǰse
strukture in 3 kHz za velike. Modalno kladivo je ob uporabi pretrdih konic podvrženo
vnosu dvojnih udarcev [44,46] ter v primeru ročne uporabe vnosu sil v različne lokacije
in smeri. Zaradi tega je lahko meritev posledica večosne dinamike sistema.
3.3.2. Pogreški pri zaznavanju odzivov
Način pritrditve
Način pritrditve zaznavala pospeškov poleg praktičnosti izvedbe ter vpliva na strukturo
vpliva na njihovo zgornjo frekvenčno mejo zaznavanja. Večjo ko ima togost kontakt,
vǐsji frekvenčni spekter zaznavalo pokriva, preden pride v lastno resonanco. Kontakt z
lepilo, voskom, magnetom, vijakom itd. namreč predstavlja vmesni element z določeno
togostjo med zaznavalom in strukturo. V našem primeru smo uporabili pritrditev z
lepilom za translacijsko in vijak za rotacijsko zaznavalo pospeška. Uporaba magneta
lahko v vǐsje frekvenčnem območju nad 2500 Hz vodi v nelinearen odziv ali izgubo
kontakta. Na drugi strani je z uporabo vijaka potreben poseg v strukturo z majhno
izvrtino. Z večanjem števila merilnih mest potencialno to vodi do masnih in togostnih
modifikacij sistema.
Orientacija in lokacija zaznavala
Zelo pomembna lastnost pri določanju FPF strukture je pozicioniranje zaznavala. Po-
dobno kot lokacija vzbujanja tudi odstopanje lokacije zaznaval vpliva na lokalne kot
tudi globalne dinamske lastnosti. Že majhno odstopanje amplitud lastnih frekvenc
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in pozicij antiresonanc namreč vodi v nesprejemljive rezultate v procesu sklapljanja.
Odstopanje orientacije od predvidene vodi v neželeno zaznavanje odziva strukture iz
nekoreliranih smeri. Odziv iz drugih smeri se običajno prepozna iz FPF, vendar ga je
nemogoče povsem odstraniti.
Vpliv mase in vztrajnost zaznavala
Zaznavala, pritrjena na strukturo, imajo vpliv na njene osnovne dinamske lastnosti. Z
večanjem mase zaznavala se nižajo lastne frekvence, pri čemer so bolj občutljive vǐsje
frekvence. Dodana masa bistveno bolj vpliva na translacijske odzive, medtem ko so
rotacije bolj občutljive na dodano vztrajnost pritrjenih zaznaval. Masa in vztrajnost
imata tako vpliv predvsem na amplitude in pozicijo lastnih frekvenc. Kljub obstoju
metod za izničenje vpliva dodanih mas, so le te v praksi redko uporabljene oziroma v
primeru meritev, kjer sta vzbujanje in odziv izvedena v različnih lokacijah, nemogoče.
Navadno se pri manǰsih strukturah poslužujemo brezdotičnih zaznaval ali pa uporabimo
nadomestne mase, s katerimi simuliramo maso zaznavala.
Recipročnost
Recipročnost je pojav, ki ga pripisujemo linearnim strukturam. Tu lahko poljubno
zamenjamo lokacijo zaznavala z lokacijo vzbujanja, pri čemer dobimo enak rezultat.
Zaradi zamenjave lokacije vzbujanja in odziva se za maso zaznavala spremeni globalna
masna matrika sistema, kar se odraža predvsem v spremembi pozicije antiresonanc. Re-
sonančni vrhovi so na te spremembe manj občutljivi, vendar so zaradi operacije inver-
tiranja v postopku dinamičnega sklapljanja dejansko antiresonančna območja najbolj
pomembna.
Vpliv napajanja
Vsa zaznavala, ki so napajana, morajo biti napajana s pomočjo enosmernega vira.
Običajno so to akumulatorske baterije, ki so za razliko od električne napetosti iz
omrežja manj šumna. Pomembno je tudi, da so poleg zaznaval prav tako preostali
členi merilne verige napajani z baterijo in imajo dobro ozemljitev. V nasprotnem
primeru se lahko v signalu pojavijo amplitude pri 100 Hz in vǐsjih harmonikih.
Rotacijske prostostne stopnje
Rotacijske prostostne stopnje predstavljajo pomemben delež informacije o dinamskih
lastnostih strukture, brez katerega ni možno izvesti dinamskega sklapljanja.
Meritev statičnega odziva
V dinamiki podstrukturiranja je statični odziv struktur definiran z lastnimi oblikami
togega telesa. Njihova vključitev je izredno pomembna iz vidika prenosa vztrajnostnih
61
Eksperimentalno delo v strukturni dinamiki
momentov med podstrukturami. Zaradi konstrukcijskih značilnosti zaznaval le ta ne
morejo pokrivati celotnega območja od nizkih do visokih frekvenc. Za piezoelektrična
zaznavala je značilno odtekanje naboja pri statični obremenitvi, kar onemogoča meritev
nizkih frekvenc. Tovrsten primer se lahko rešuje z dodatno meritvijo z npr. MEMS
zaznavali ali pa povezovanjem z numeričnim modelom. Statičen odziv je značilen za
prosto-prosto vpete strukture. V primeru vpetja na togo podlago se namesto lastnih
oblik togega telesa merijo kontaktne sile.
3.3.3. Pogreški značilni za strukturo
Zveznost kontaktov
Zvezni kontakti za razliko od diskretnih točkovnih kontaktov izražajo tudi lastne di-
namske lastnosti. Njihova dinamika ima pomembno vlogo pri prenosu informacije o
vztrajnostnem momentu med podstrukturami. Izvedba zgolj translacijskih meritev in
nato rekonstrukcija ali pa odvajanje translacijskih modalnih oblik spoja je za namen
dinamike podstruktur neustrezna. Nujno potrebni korak je meritev rotacijskih odzi-
vov in določitev lokalne fleksibilnosti posamezne merilne točke. Brez meritev rotacij
v sklopljenem sistemu ne moremo eksaktno identificirati celotne frekvenčne vsebine
obravnavane strukture.
Vpliv vpetja
Testna struktura je lahko med eksperimentom fiksno vpeta na togo podlago ali pa
je izbrano prosto-prosto vpetje. V praksi je zelo težko zagotoviti absolutno togost
podlage, kar predstavlja omejitev pri definiranju kontaktnih sil. V kolikor je statičen
odziv kontakta pomemben, se zato poslužimo prostega vpetja s pomočjo vrvi ali pe-
nastih podlog. Na ta način dosežemo dober približek prostega vpetja, ki pa lahko
vseeno vpliva na lokalne lastnosti sistema. Dolžina in položaj vrvi oziroma togost pe-
naste podlage neposredno vpliva na pozicijo antiresonanc kot tudi amplitude lastnih
frekvenc.
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4. Analiza rotacijskih prostostnih sto-
penj
Realne sisteme v prostoru definiramo s šestimi prostostnimi stopnjami. Tri izmed njih
predstavljajo translacije v x, y in z smeri ter preostale tri rotacije okoli teh smeri
(rx, ry in rz). Za popis dinamike togih teles zadostuje uporaba samo translacijskih
prostostnih stopenj, na podlagi katerih je možno rekonstruirati tudi rotacije. V primeru
strukturne dinamike, kjer imamo opravka z deformacijami strukture, pa rotacijske
prostostne stopnje odigrajo pomembno vlogo. Z njimi je namreč povezano kar 75 %
celotne odzivne matrike (slika 4.1), a se jih zaradi izjemno težavne identifikacije pri več
dinamskih aplikacij, kljub vsemu izpušča.
H =










Slika 4.1: Delitev odzivne matrike H na štiri kvadrante glede na prisotnost translacij,
rotacij ali njunih kombinacij.
Na ta način se zanašamo na močno reducirani fizikalni model strukturnega odziva,
kar v primeru dinamike podstruktur ni sprejemljivo. Iz slike 3.12 sklepamo, da so
rotacije še posebej kritične v primeru povezovalnih koordinat, ker nosijo informacijo
o prenosu momenta med strukturami. V kolikor jih izpustimo, izgubimo informacijo
o vztrajnostnih momentih, v primeru njihove vključitve pa se kakršen koli pogrešek
v povezovalnih koordinatah prenese in potencira na celoten sklopljen model. Iz tega
razloga rotacijske prostostne stopnje že vrsto let predstavljajo velik izziv na področju
eksperimentalne dinamike.
V zadnjih desetletjih je bilo veliko napora vloženega v razvoj rotacijskih zaznaval, kot
tudi metod vzbujanja struktur s čistim momentom. Pionirske metode za zaznavanje ro-
tacij, ki zajemajo T-element, tehniko dodajanja uteži, eksperimentalno metodo končnih
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elementov, metode odvajanja translacij, preprosta indirektna rotacijska zaznavala ter
























Slika 4.2: Primeri meritev rotacij (a-c) in vzbujanja z momentom (d-f); a) T-element,
b) Rekonstrukcija rotacij z MKE, c) Uporovni lističi, d) Udarne vilice,
e) Ekscentrična masa, f) Sinhroni modalni kladivi.
Slednje metode predstavljajo temelje, na podlagi katerih so se razvili sodobni pri-
stopi z namenom odpravljanja njihovih pomanjkljivosti. Napreden postopek izvedbe
rekonstrukcije rotacijskih odzivov na podlagi uporabe metode končnih elementov in
meritvami zamaknjenih translacijskih zaznaval pospeška je podan v delu [56]. Načini
vzbujanja s čistim momentom za pridobitev masno normiranih FPF so predstavljeni
v znanstvenih prispevkih [55, 57–61]. Nov tipi rotacijskega zaznavala, ki temeljijo na
bimorfnih materialih [56, 62], mikro elektromehanskih sistemih (MEMS) [63, 64], upo-
rovnih merilnih lističih [65, 66] in piezoelektričnih kristalih [67, 68] so v zadnjih letih
v velikem porastu. Kljub obsežnim raziskavam pa vse do sedaj še vedno ne obstaja
dovolj zanesljiv in robusten eksperimentalen pristop za pridobitev rotacij. Iz tega ra-
zloga so bile izvedene raziskave o alternativnem pristopu povezovanja numeričnih in
eksperimentalnih podatkov [69] oziroma pristop s povsem izpuščenimi rotacijskimi od-
zivi [70]. Največ raziskovalne dejavnosti pa je v zadnjem času osredotočene na pristope
omejitvenih sil [71], virtualne točke [72–74] in hibridnih postopkih [24, 25, 75]. Slednje
nakazujejo na velik potencial pri pridobitvi informacije o rotacijah, vendar še vedno
temeljijo na predpostavki togih spojev. To pomeni, da so ustrezne izključno za pri-
mere, kjer se lastna dinamika spoja pojavi daleč izven obravnavanega frekvenčnega
intervala. V praksi so to običajno točkovni kontakti, kar pa je za sodobne kompleksne
strukture že redek primer. V primeru linijskih ali ploščinskih kontaktnih površin pa
s slednjimi ni mogoče natančno definirati lokalno fleksibilnost spoja in posledično re-
zultata dinamičnega sklapljanja. Iz dosedanjih raziskav lahko sklepamo, da posredna
vključitev rotacij v obliki rekonstrukcije iz translacijskega odziva ne vodi v robustno
rešitev. Možnost pridobitve zgolj nekaj direktnih referenčnih rotacijskih odzivov bi
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tako predstavljalo bistveno bolǰse izhodǐsče, ki se ga lahko nadgradi s poljubno korek-
cijsko metodo. V našem primeru smo razvili t.i. hibridno metodo, ki bo predstavljena
v poglavju 5.
V nadaljevanju tega poglavja pa je najprej definiran izbran sistem dveh jeklenih plošč z
linijskim kontaktom, na osnovi katerega bo izvedena celotna raziskava vse do končnega
hibridnega postopka sklapljanja. Predstavljene bodo lastnosti merilne verige, rotacijsko
zaznavalo pospeška in postopek meritve rotacij, kot tudi vzbujanja z momentom. Za
ovrednotenje rezultatov bo služil koherenčni kriterij. Sledila bo definicija redukcijsko-
razširitvenega postopka kot možnost zapolnitve neizmerjenih merilnih točk v odzivni
matriki. Nazadnje bo prikazan pomen vpliva fleksibilnosti spoja in prednosti našega
postopka v primerjavi z drugimi.
4.1. Testna struktura
Za demonstracijo meritev rotacijskih prostostnih stopenj in kasneje v poglavju 5. im-
plementacijo hibridnega postopka sklapljanja je izbran preprost sistem, sestavljen iz
dveh ravnih jeklenih plošč. Med seboj sta pravokotno pritrjeni preko togega linijskega
kontakta s štirimi vijaki. V tem delu je za demonstracijo uporabljena samo podstruk-
tura A, prikazana na sliki 4.3, ker ima preostala podstruktura B primerljive lastnosti.
Podstruktura A je prosto - prosto vpeta preko sistema vrvi. Geometrijske vrednosti ter




































Slika 4.3: Geometrija podstrukture A z označenimi merilnimi mesti in koordinatnim
sistemom.
Vzporedno testni strukturi je postavljen ekvivalenten numeričen model, ki služi kot
numerična referenca za eksperimentalno pridobljene FPF. Numeričen model je defini-
ran s štirivozlǐsčnimi elementi s šestimi prostostnimi stopnjami v vsakem vozlǐsču, kot
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prikazuje slika 4.4. Podstruktura A sestoji iz približno 11 tisoč prostostnih stopenj.
Kljub temu da je debelina testne strukture 30 mm, so v numeričnem modelu izbrani
ploščinski elementi pred volumskimi, ker slednji ne vsebujejo informacije o rotaciji.
Preverjena je bila tudi alternativna možnost uporabe osem vozlǐsčnih volumskih ele-
mentov in nanje napetih ploščinskih elementov, vendar se je izkazal tovrsten pristop
za nestabilnega, zaradi slabe konvergence pri reševanju. Na podstrukturi A je izbra-
nih 25 merilnih mest, ki se ujemajo z eksperimentalnimi merilnimi mesti. Ocenjeni
materialni parametri so prikazani v preglednici 4.1 in so podani iz strani dobavitelja
jekla. Dodatno smo definirali še modalno dušenje in sicer 0.3 % kritičnega dušenja.
Za potrebe analize rotacijskih prostostnih stopenj se je izvedla harmonska analiza do







Slika 4.4: Numerični model podstrukture A.
4.2. Eksperimentalna postavitev
Shematska razporeditev opreme v merilni verigi za namen pridobitve rotacijskih in
translacijskih odzivov je prikazana na sliki 4.5. Testno okolje je bilo postavljeno na
vibro-izolirano podlago. Vibroizolacijo predstavlja granitna kocka z maso 680 kg na
štirih pnevmatskih blazinah, ki izolirajo zunanje motnje med 5 Hz in 2200 Hz. Na
njej je bila nosilna konstrukcija za pritrditev testne strukture, kot tudi vzbujevalnega
mehanizma. Testna struktura je prosto - prosto vpeta preko sistema vrvi, pri čemer
je bilo veliko pozornosti namenjeno izbiri njihove dolžine in togosti. Vpetje namreč
neposredno vpliva na meritev odziva pri nizkih frekvencah ter s tem na statični odziv.
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Slika 4.5: Uporabljena oprema v eksperimentalni postavitvi.
Za meritev translacijskega odziva je bilo izbrano zaznavalo pospeškov PCB 208C01 ter
rotacijskih odzivov Kistler 8840. Slednje direktno zaznavalo rotacijskih pospeškov ni
uveljavljeno na področju strukturne dinamike, ker je namensko narejeno za testiranje
prenosa vztrajnostnih momentov na voznika pri trku avtomobila. Uporablja se tudi za
nadzor oscilirajočih gredi ter umerjanju jedra elektrodinamičnih stresalnikov. Njihovo
uporabnost, zaradi širokega frekvenčnega razpona, dinamske globine, majhne mase ter
izredne robustnosti smo tako prenesli na področje dinamike podstruktur [76]. Potencial
direktnega zaznavala pospeškov sloni predvsem na njegovi inteligentni zasnovi, ki je
prikazana na sliki 4.6.
Tekom proizvodnje lahko z nadzorom nad orientacijo, položajem in debelino piezo
kristalov zelo natančno ujamejo njihovo občutljivost, kar ima pomembno vlogo pri
zajemu signalov in izničenju odzivov iz drugih smeri. Tukaj izvira tudi glavna ome-
jitev rekonstruiranih rotacijskih odzivov na podlagi translacij, saj je dokazano, da že
0,25 % pogreška v občutljivosti posamezne kristalne rešetke prispeva 12,3 % pogreška h
končnemu odzivu [77]. Zaznavalni elementi so hermetično zaprti v titansko ohǐsje, zno-
traj katerega je tudi nabojni ojačevalnik. Zaznavalo je potrebni napajati z 20-30 VDC.
Zajemanje analognega signala in konverzija v digitalno obliko je bilo preko merilne
kartice NI 9233 in šasije NI CDAQ 9184. Vsa nadaljnja obdelava je potekala preko
osebnega računalnika in lastne programske kode v odprto-kodnem programskem okolju
Python. Eksperimentalna postavitev testnega sistema, definicijo smeri, merilno mrežo
in primer pritrjenih zaznaval je prikazana na sliki 4.7a
Za vzbujanje se je uporabilo modalno kladivo PCB 086C03, ki je bilo preko linearnega
vodila vpeto za zagotavljanje konsistentne orientacije in lokacije vzbujevalnega mesta.
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Slika 4.7: Eksperimentalna postavitev; a) Podstruktura A, b) Vzbujanje s
stresalnikom.
Zaradi zahteve po vzbujanju strukture vse do 3 kHz je bila izbrana aluminijasta konica.
Za testiranje rotacijskega odziva smo dodatno uporabili tudi elektro-dinamski stresalnik
LDS V406. Pseudo-naključni signal in sinusni prelet, oba do 3kHz, sta preko izhodne
kartice NI 9263 potovala skozi 5 Hz visoko prepustni filter na signalni ojačevalnik, ki je
nato poganjal stresalnik. Kasneje se je za potrebe dinamičnega sklapljanja ugotovilo, da
ima stresalnik velik vpliv na frekvenčni odziv, zaradi česar je bilo za namen dinamičnega
sklapljanja izbrano vzbujanje samo z modalnim kladivom. Eksperimentalno postavitev
vzbujanja s stresalnikom je prikazana sliki 4.7b.
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4.3. Primerjava rotacijskih zaznaval pospeška
Meritev rotacijskih prostostnih stopenj predstavlja dvostopenjski izziv v eksperimen-
talni strukturni dinamiki. Najprej se soočamo s samim zajemom rotacijskega giba-
nja. Po transformaciji v frekvenčni prostor oziroma naprej v modalni prostor lahko
iz takšnega gibanja dobimo rotacijske modalne oblike ali naklone modalnih oblik. Tu-
kaj gre za odzive, ki so uporabni v dinamiki podstruktur šele potem, ko so masno
normirani. Rotacijske modalne oblike so tako vektorji, ki predstavljajo razmerje od-
zivov posameznih merilnih mest in smeri pri določeni lastni frekvenci. Ti vektorji pa
so neposredno povezani z deformacijami šele potem, ko je izpolnjen drug pogoj in si-
cer vzbujanje strukture s čistim momentom, kar vodi v masno normirane rotacijske
modalne oblike. V primeru vzbujanja samo s silo in upoštevanju recipročnosti lahko
pridobimo 75 % odzivne matrike (slika 4.1). Za dostop do zadnje četrtine pa je nujno
vzbujanje z momentom oziroma uporaba masne matrike numeričnega modela testne
strukture za numerično masno normiranje.
Alternativen pristop številnim obstoječim metodam (poglavje 4.) smo v našem primeru
uvideli v prenosu obstoječe tehnologije iz področja varnosti pri trku v avtomobilski in-
dustriji na področje strukturne dinamike. Osnovo torej predstavlja direktno rotacijsko
zaznavalo pospeška Kistler 8840 (slika 4.8a). Njegove zmogljivosti smo preverili v pri-
merjavi z najbolj uveljavljeno metodo rekonstrukcije rotacijskega odziva s T-elementom
(slika 4.9a) in noveǰso generacijo rotacijskega zaznavala pospeška Kistler 8840B (slika
4.8b). Dimenzije T-elementa in princip rekonstrukcije rotacijskega odziva sta prikazani
na slikah 4.9b in 4.9c.
(a) (b)
Slika 4.8: Direktna rotacijska zaznavala pospeška; a) Kistler 8840, b) Kistler 8840B.
Pritrditev zaznaval na podstrukturo A je bila z M5×20 vijakom in 2 Nm momenta.
Določena so bila štiri merilna mesta, ki so prikazana na sliki 4.10.
Vzbujanje strukture je bilo v x-smeri in odziv zajet v rz-smeri. Primerjava rezultatov
z referenčno numerično rešitvijo je v obliki FPF funkcij v grafični obliki kot tudi s
koherenčnim kriterijem. Slednji je definiran z enačbo (3.20) za ugotavljanje vzročno-
















; i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, 3, 4, (4.1)
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Slika 4.9: Indirektna rotacijsko zaznavalo pospeška; a) T-element, b) Dimenzije





























Slika 4.10: Testna struktura A z označenimi merilnimi mesti.
kjer Heksij in H
num
ij predstavljata kompleksen zapis eksperimentalne in numerične FPF
za i-to vhodno in j-to izhodno merilno mesto. Dodatna oznaka ∗ pa označuje njuni
kompleksno konjugirani obliki. V splošnem je koherenca enotsko normirana funkcija, ki
z vrednostmi bližje ena označuje bolǰse in bližje 0 slabše ujemanje posameznih funkcij.
4.3.1. Impulzno vzbujanje
Impulzno vzbujanje z modalnim kladivom in aluminijasto konico omogoča frekvenčno
analizo vse do 3 kHz. Kljub temu, da je za eksperimentalno modalno analizo značilno
frekvenčno območje do 1 kHz, je vǐsje frekvenčni odziv pomemben v postopku rekon-
strukcije FPF za določitev vǐsje frekvenčnih ostankov. Grafični rezultat, tipičen za
meritev impulzno vzbujanih rotacijskih odzivov, je prikazan na slikah 4.11a in 4.11b.
Prvi par indeksov pri oznaki FPF označuje lokacijo in smer odziva in drugi par lokacijo
in smer vzbujanja na strukturi (slika 4.10).
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Slika 4.11: FPF impulzno vzbujene podstrukture A; a) FPF7rz7y, b) FPF16rz22y
(Eksperimentalni( ), T-element ( ), Kistler 8840 ( ) in Kistler 8840B ( )).
Opazimo lahko, da indirektno pridobljene rotacijske FPF na osnovi T-elementa ne-
zadovoljivo definirajo območja antiresonanc. To so območja, kjer je odziv strukture
najmanǰsi in so zelo občutljiva na lokacijo in orientacijo kot tudi prečno občutljivost
merilnega zaznavala. Slednje pogoje je v praksi, kljub natančni izdelavi, izjemno težko
imeti pod nadzorom. Na samo meritev dodatno vplivata velikost in masa zaznavala,
kar se odraža na amplitudah in poziciji lastnih frekvenc. Glavna prednost T-elementa
je tako zgolj nizek nivo šuma v celotnem frekvenčnem območju. Ujemanje z numerično
referenco je za izbrana merilna mesta prikazano na sliki 4.12a, kjer je povprečje kohe-
renčnega kriterija 0,7. Na drugi strani se direktno pridobljena FPF s stareǰso in noveǰso
generacijo rotacijskega zaznavala pospeška bistveno bolje ujamejo z referenco tako v
velikosti amplitud in poziciji lastnih frekvenc kot tudi definiciji antiresonanc znotraj
celotnega 3 kHz frekvenčnega intervala. Slednja ugotovitev je kljub tovarnǐsko podani
zgornji kalibrirani meji pri 2 kHz za stareǰse zaznavalo Kistler 8840 zelo uporabna pri
kasneǰsi analizi. Pomanjkljivost direktnega zaznavanja rotacij je spodnji prag šuma,
ki je bolj izrazit pri stareǰsi verziji, medtem ko je ta pri noveǰsi povsem sprejemljiv.
Vrednosti koherenčnega ujemanja z numerično referenco so podane na slikah 4.12b in
4.12c z srednjima vrednostma okoli 0,9. Podrobneǰsa analiza rotacijskih odzivov za
impulzno vzbujanje kot tudi sinusni prelet je objavljena v znanstvenem prispevku [78].
4.3.2. Vzbujanje s sinusnim preletom
Uporaba elektrodinamičnega stresalnika omogoča vzbujanje strukture s sinusnim pre-
letom. V našem primeru je bil nastavljen frekvenčni interval med 10 Hz in 3 kHz.
Rezultati dveh tipičnih križnih FPF vseh treh zaznaval so prikazani na slikah 4.13a in
4.13b.
Zaradi bolj kontroliranega vhodnega signala pri posamezni frekvenci je opazen nižji
nivo šuma za vse tri signale. FPF s T-elementom je nad 1,5 kHz povsem nekoreli-
ran z numerično referenco in kljub ujemajočim pozicijam lastnih frekvenc signal ni
uporaben. To se odraža tudi na nizki povprečni vrednosti okoli 0,6 koherenčnega kri-
terija (slika 4.14a). Bistveno bolǰse ujemanje se doseže z uporabo direktnih zaznaval,
71
Analiza rotacijskih prostostnih stopenj
5 7 16 22























5 7 16 22























5 7 16 22























Slika 4.12: Koherenčna vrednost med numeričnimi in eksperimentalnimi FPF; a)
T-element (koh. pov. 0,69), b) Kistler Type 8840 (koh. pov. 0,88), c) Kistler Type
8840B (koh. pov. 0,91).




































Slika 4.13: FPF vzbujene podstrukture A z linearnim sinusnim preletom; a) FPF7rz7y,
b) FPF16rz22y (Eksperimentalni( ), T-element ( ), Kistler 8840 ( ) in Kistler
8840B ( )).
pri čemer sta obe generaciji med seboj povsem primerljivi. Vendar pa lahko opazimo
nezaželen učinek na pojav dodatnih fiktivnih vrhov v FPF, kot posledica nelinearnega
vpliva vzbujevalne osti (ang. stinger). Povprečni vrednosti koherenčnega kriterija
kljub vsemu dosegajo vrednost okoli 0,89, vendar je za namene dinamike podstruktur
vpliv stresalnika nezadovoljiv.
4.3.3. Komentar rezultatov
S primerjalno analizo enega indirektnega in dveh direktnih rotacijskih zaznaval po-
speška smo preverili njihovo uporabnost v eksperimentalni strukturni dinamiki. V
splošnem so rezultati v primeru impulznega vzbujanja bolǰsi v primerjavi s sinusnim
preletom. V slednjem je ost stresalnika vplivala na meritev, kar je hkrati prednost mo-
dalnega kladiva, ki bistveno manj vpliva na strukturo. Za namen dinamike podstruktur
je tako izbrano impulzno vzbujanje in uporaba direktnega rotacijskega zaznavala Ki-
stler 8840. Prototipna izdaja Kistler 8840B trenutno še ni komercialno na voljo, a z zelo
nizko ravnjo šuma obeta velik potencial v prihodnosti. Direktni zaznavali sta zelo do-
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Slika 4.14: Koherenčna vrednost med numeričnimi in eksperimentalnimi FPF; a)
T-element (koh. pov. 0,61), b) Kistler Type 8840 (koh. pov. 0,86), c) Kistler Type
8840B (koh. pov. 0,89).
bro definirali tako amplitude, kot tudi pozicijo lastnih frekvenc, medtem ko so pozicije
antiresonanc nekoliko bolj odstopale. Pridobljeni rezultati direktnih zaznaval nakazu-
jejo bistveno bolǰso izbiro v primerjavi z indirektnimi pristopi, ki so trenutno v uveljavi
v dinamiki podstruktur. Kljub vsemu pa kombinacija naključnih in sistematičnih na-
pak ne dopušča neposredne uporabe izmerjenih FPF v postopku sklapljanja. Kritično
mesto predstavlja odstopanje lokalnih lastnosti, ki se odražajo preko antiresonanc. V
enačbi sklapljanja (2.79) nastopa operacija invertiranja, kjer se vsak pogrešek poten-
cira in prenese na celoten sistem (slika 3.12). Eksperimentalno pridobljene globalne
lastnosti pa vseeno predstavljajo dobro osnovo, ki jo je moč nadgraditi v povezavi z
numeričnim modelom v hibridnem postopku sklapljanja.
4.4. Vzbujanje strukture z momentom
Meritev rotacijskih odzivov predstavlja velik izziv v eksperimentalni strukturni dina-
miki. Od meritve rotacijskega odziva pa je po zahtevnosti še bolj problematično vzbu-
janje s čistim momentom. Slednji namreč omogočajo masno normiran odziv rotacijskih
prostostnih stopenj, potrebnih v dinamiki podstruktur. Vendar pa je pomembno, da je
vnos energije izključno v obliki momenta in ne kombinacije sile in momenta. Zadan po-
goj je v praksi izredno zahtevno doseči saj je iz fizikalnega vidika moment definiran kot
sila na pripadajoči ročici in kakršno koli odstopanje ročice vodi v dodatno pridruženo
silo. Številni avtorji so se v zadnjih desetletjih spopadali s tem izzivom in predlagali
metode na osnovi T-elementa [79], sočasni uporabi dveh modalnih kladiv na ročici v
nasprotni smeri [53], uporabo dveh elektrodinamičnih stresalnikov z enakim signalom
v nasprotni fazi [53], metodo končnih elementov [54, 56], pritrditev rotacijskih oscila-
torjev itd. Obstajajo tudi alternativni teoretični pristopi, kjer se rotacijsko vzbujanje
FPF pridobijo na podlagi metod razširjanja [23, 69, 80, 81]. Kljub vsemu pa se vse do
danes zaradi kompleksnosti postopka oziroma nezanesljivosti ni noben izmed predlogov
uveljavil v eksperimentalnem svetu.
V našem primeru smo z željo po analizi kakovosti rezultata testirali dve izmed najbolj
uveljavljenih metod predstavljeni v delu [82]. Pri obeh postopkih osnovo predstavlja
T-element za vzbujanje z modalnim kladivom v dveh smereh. Sočasno se je v merilnih
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mestih, označenih na sliki 4.10, meril rotacijski odziv z direktnim rotacijskim zaznava-
lom Kistler 8840. Kombinacija vzbujanja z momentom ter rotacijskega odziva omogoča
pridobitev zadnje četrtine odzivne matrike (slika 4.1), ki je podobno, kot v primeru
meritev rotacijskih odzivov tudi tukaj primerjana z referenco iz numerične frekvenčne
analize v grafični obliki in s koherenčnim kriterijem. Preostali del merilne verige je
predstavljen v poglavju 4.2..
4.4.1. Primer 1
Shematski prikaz postopka vzbujanja v prvem primeru je prikazan na sliki 4.15. Mo-
dalno kladivo deluje v smeri pravokotno na strukturo, pri čemer se na podlagi znane
ročice izračuna vnesen moment. Primer tipične izmerjene FPF v primerjavi z nu-
merično referenco je prikazan na sliki 4.16a. Opazimo preceǰsnje odstopanje tako am-
plitud kot tudi pozicij lastnih frekvenc, kar je še posebej izrazito pri vǐsjih frekvencah.
Pozicije antiresonanc se ne ujemajo dobro. Prav tako je povsem napačen statičen
odziv, ki bi lahko bil posledica kombinacije vnesenega momenta in sile. Splošno ne-
sprejemljiv rezultat se odraža tudi v nizkih vrednostih koherenčnega kriterija na sliki





Slika 4.15: T-element za vzbujanje z momentom od zgoraj.
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Slika 4.16: Vzbujanje strukture z momentom na primeru 1; a) FPF5rz22rz , b)
Koherenčni kriterij za posamezne kombinacije (koh. pov. 0,43). (Numerika( ),
Eksperiment ( )
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4.4.2. Primer 2
V drugem primeru je uporabljen podoben pristop kot v primeru 1 s tem, da je tukaj
aplikacija sile iz strani, kot je razvidno iz slike 4.17. Modalno kladivo deluje v vzporedni
smeri glede na strukturo, kar naj ne bi iz teoretičnega vidika vplivalo na samo meritev.
Primer ene izmed izmerjenih FPF je prikazana na sliki 4.18a, kjer je opazno nekoliko
bolǰse ujemanje predvsem statičnega odziva in pozicij lastnih frekvenc v primerjavi s
FPF iz primera 1. Kljub vsemu pa gre za očitno odstopanje amplitud lastnih frekvenc
ter pozicij antiresonanc. Povprečna vrednost koherenčnega kriterija iz slike 4.18b je





Slika 4.17: T-element za vzbujanje z momentom od strani.
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Slika 4.18: Vzbujanje strukture z momentom na primeru 2; a) FPF5rz22rz , b)
Koherenčni kriterij za posamezne kombinacije (koh. pov. 0,49). (Numerika( ),
Eksperiment ( )
4.4.3. Komentar na vzbujanje z momentom
Oba testna primera vzbujanja strukture z momentom nakazujeta na preceǰsnje odsto-
panje od numeričnih referenčnih vrednosti. Postopek meritve zahteva bistveno več časa
za pripravo v primerjavi z vzbujanjem s silo. Sistemu zaradi pritrjenega T-elementa
dodamo maso in vztrajnost, lastna dinamika T-elementa mora biti vsaj dvakrat vǐsje,
od opazovanega frekvenčnega intervala, potrebno je vrtanje v testno strukturo za pritr-
ditev z vijakom, meritev referenčnega odziva t.j. vzbujanje in odziv v isti merilni točki
je izjemno zahteven, kar se odraža na nižjih vrednostih po diagonalah na slikah 4.18b
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in 4.16b, zaradi velikosti je otežen dostop do posameznih merilnih mest in vprašljiva
je dejanska ročica momenta zaradi težko določljive točke pritrditve. Izpostavljene la-
stnosti imajo glavni doprinos k nesprejemljivemu rezultatu, kar se pogosto izraža v
izpuščanju vzbujanja z momentom iz dinamskih analiz. Tudi v našem delu se ne bomo
posluževali tovrstnega vzbujanja, ampak bo uporabljen postopek masnega normira-
nja z numerično pridobljeno masno matriko. Veliko odstopanje pridobljenih rezultatov
FPF se je namreč po preliminarnem testiranju s hibridno metodo sklapljanja, ki bo
predstavljena v poglavju 5., izkazalo za izredno nestabilno.
4.5. Linijski kontakt
Dinamski odziv sistema sestoji iz odzivov posameznih podstruktur in njihovih med-
sebojnih interakcij. Vstopna energija, ki jo dovedemo z zunanjo silo ali momentom,
najprej potuje po vzbujeni podstrukturi in se nato preko kontaktnih površin prenese
na sosednje podstrukture. Za razumevanje načina prenosa te energije je potrebno do-
bro poznavanje kontaktnih lastnosti [83, 84]. V dinamiki podstruktur se v ta namen
opravlja meritve pospeškov, ki pa so velikokrat omejeni zgolj na translacijo, zaradi
eksperimentalnih omejitev povezanih z rotacijami. V tem poglavju želimo prikazati
pomembnost vključitve rotacijskih prostostnih stopenj v postopek sklapljanja na pri-
meru točkovnega in linijskega kontakta. V kolikor ne upoštevamo vseh šest prostostnih
stopenj ampak zgolj tri translacijske, je postopek dinamičnega sklapljanja izvedljiv le
na togih točkovnih povezavah. S tega vidika je postopek trenutno uporaben zgolj na
laboratorijskih primerih in ne na realnih industrijskih izdelkih. Slednji imajo bistveno
bolj kompleksne oblike kontaktnih površin, ki bi jih lahko v grobem razvrstili v linijske
in ploskovne spoje. Z velikostjo kontakta pa se običajno znižujejo tudi lastne frekvence,
ki povzročijo deformacijo spojnih površin. Takrat govorimo o prožnih kontaktih, kate-
rih dinamski odziv popǐsemo s translacijami in rotacijami.
Za namen prepoznavanja prožnosti kontaktnih površin je v dinamiki podstruktur uve-
ljavljen postopek singularne dekompozicije (SD). V kolikor za osnovo uporabimo ce-
lotno eksperimentalno pridobljeno odzivno matriko Y, lahko za posamezno frekvenco
določimo najbolj dominantne odzivne oblike. Povedano drugače, nabor kontaktnih pro-
stostnih stopenj naj bi bil v osnovi linearno neodvisen, kar pomeni, da imamo opravka
z ortonormirano bazo odzivnih vektorjev. V primeru togega kontakta velja, da je do-
volj zgolj ena merilna točka, v kateri izmerimo vseh šest prostostnih stopenj. Linearna
odvisnost nadalje omogoča določitev odzivov tudi v preostalih točkah na spoju. Al-
ternativno lahko uporabimo tri translacijske odzive ter ob predpostavki togega spoja
rekonstruiramo rotacije. V nasprotnem primeru, ko imamo prožen kontakt, so merilna
mesta med seboj neodvisna, zaradi česar je potrebno izmeriti več merilnih točk. Njihova
medsebojna neodvisnost hkrati ne omogoča eksaktne rekonstrukcije rotacijskih odzivov
z uporabo metod aproksimacije. Od tukaj izvira potreba po meritvi vseh prostostnih
stopenj za natančno določitev kontaktnih lastnosti. Izračun singularne dekompozicije
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kjer U predstavlja odzivne oblike v u, Σ dominantne vrednosti odzivnih oblik ter
V vzbujevalne oblike v f . Za odzive v izbranem kontaktu opazujemo matriko Σ in
sicer nas zanima število dominantnih in preostalih vrednosti. V kolikor je v matriki
več kot 6 dominantnih vrednosti, lahko sklepamo, da spoj izraža lasten odziv in da
imamo opravka z linearno neodvisnimi vektorji. V nasprotnem primeru, kjer je večina
vrednosti enaka 0 (v realnosti so te vrednosti blizu 0 in ne povsem nič), govorimo o
togem spoju. Za dodatni kriterij preverimo tudi sinhronost odzivov. V kolikor so bolj
ali manj vsi odzivi v fazi, gre za togi odziv in v kolikor je več kot 6 odzivov izven faze,
za prožen odziv.
Za primer demonstracije togega in prožnega kontakta je poleg kovinske plošče (slika
4.3) tukaj uporabljen še jeklen nosilec. Njegove dimenzije in materialni parametri so










m  =  8,3 kgn
3ρ   =  7933 kg/m
E   =  210 Gpa
Slika 4.19: Testna struktura A z označenimi merilnimi mesti.
Nosilec z majhno spojno površino lahko predstavimo v obliki togega točkovnega kon-
takta. Na sliki 4.20a je prikazanih 5 merilnih točk, razporejenih v kontaktu s po tremi
translacijskimi prostostnimi stopnjami. Po preračunu singularne dekompozicije je na
sliki 4.20b prikazan rezultat dominantnih vrednosti. Opazimo, da zgolj 4 krivulje pred-
stavljajo večino energije skozi celotno frekvenčno območje. V kolikor je namreč manj











Slika 4.20: Shematski prikaz točkovnega kontakta, razporeditve zaznaval pospeškov in
izračunan SD odzivov; a) Razporeditev zaznaval v točkovnem kontaktu, b) SD
odzivov pospeškov.
77
Analiza rotacijskih prostostnih stopenj
V primeru jeklene plošče z linijskim kontaktom je podobno kot pri nosilcu izbranih 10
merilnih mest, prikazanih na sliki 4.21a. Za razliko od nosilca pa je v tem primeru vsaj
9 izrazitih dominantnih vrednosti skozi celoten interval, kar nakazuje, da je poleg togih











Slika 4.21: Shematski prikaz linijskega kontakta, razporeditve zaznaval pospeškov in
izračunan SD odzivov; a) Razporeditev zaznaval v linijskem kontaktu, b) SD odzivov
pospeškov.
V kolikor kontakt izraža prožne lastnosti, je uporaba zgolj translacijskih odzivov neza-
dostna. Linearna aproksimacija odziva med merilnimi mesti ter nato njihovo odvajanje
vodi v zelo nestabilno obliko rešitve [85–87], zaradi česar postopek ni uveljavljen v pra-
ksi. Primer izpuščenih rotacijskih odzivov v linijskem kontaktu je prikazan tudi v
delu [23], kjer pa je spoj dodatno opremljen s prirobnicami, ki spremenijo togost ter
dodajo maso z namenom razširitve kontaktne površine. Tovrstna rešitev je tako ome-
jena na specifične primere. V našem primeru pa korak identifikacije prožnih spojev in
njihovo definicijo s šestimi prostostnimi stopnjami v vseh merilnih mestih predstavlja
fizikalno konsistenten pristop reševanja. Pristop v tem poglavju je kasneje integriran v
hibridni postopek sklapljanja v poglavju 5..
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ranja v frekvenčni domeni
Dinamika podstruktur predstavlja znotraj področja strukturne dinamike enega izmed
bolj kompleksnih pristopov analiziranja dinamskih lastnosti. Njihova zahtevnost je v
veliki meri povezana z naravo dvostopenjskega procesa, kjer izmerjeni ali numerično pri-
dobljeni dinamski parametri podstruktur v prvem koraku predstavljajo zgolj osnovo, ki
se v drugem koraku implementira v teorijo dinamičnega sklapljanja. Omejitve merilne
opreme, nedostopnost posameznih prostostnih stopenj, merilni pogreški, kontaktne la-
stnosti, procesiranje signalov itd. vplivajo na odstopanje meritev od realnih dinamskih
modelov. Vsakršna neskladnost lastnosti v prvem delu pa vodi v napačen rezultat
sklopljenega sistema. Teorija dinamskega sklapljanja v vseh petih domenah je razvita
že vrsto let in v zadnjem času prilagojena sodobnih potrebam več jedrnega procesi-
ranja [1]. Priložnosti za nadgrajevanje na tem področju so zato bistveno manǰse v
primerjavi z optimizacijo postopkov pridobitve zanesljivih dinamskih modelov. Slednji
zaradi številnih eksperimentalnih omejitev še vedno predstavljajo naǰsibkeǰsi člen, kar
odpira možnost pristopom povezovanja različnih metod v hibridnem procesu. Na ta
način se lahko pomanjkljivosti in omejitve enega pristopa nadomestijo z alternativnim
načinom reševanja.
Dandanes poznane pristope za nadomestitev pomanjkljivosti uporabe izključno ene
vrste podatkov uvrščamo v štiri glavne skupine. Vse izmed njih izhajajo iz eksperi-
mentalne osnove, ki se v nadaljevanju povezujejo z numeričnimi modeli. Delimo jih
na:
Posodabljanje modelov; gre za direktne ali iterativne pristope prilagajanja
analitičnega ali numeričnega modela na osnovi eksperimentalno pridobljenih po-
datkov in postavljenih kriterijev. Postopek ohranja konsistenten odziv vseh pro-
stostnih stopenj, vendar posodobljeni modeli s težavo popǐsejo vǐsje frekvenčne
ostanke [88–90], ki so ključni pri dinamiki podstruktur.
Razširjanje na osnovi numeričnega modela; pomanjkljiv nabor prostostnih
stopenj v eksperimentalnem modelu se običajno nadomesti z metodami razširitve
na osnovi numeričnega modela. Med bolj poznane metode razširjanja uvrščamo
Guyanovo, Hurty Craig-Bampton-ovo, SEREP in VIKING. Omejitev slednjih
je v veliki meri neskladnost dinamskih ostankov (ang. dynamic residuals) med
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osnovnim eksperimentalnim in dopolnjenim numeričnim odzivnim modelom. Po-
sledica se odraža v prisotnosti številnih lažnih lastnih odzivov v sklopljenem sis-
temu [15,23,69].
Razširjanje z aproksimacijo prožnih kontaktov; največja pomanjkljivost
eksperimentalnih podatkov je omejen dostop do rotacijskih prostostnih stopenj.
Na ta način se zanemari 75 % celotnega odzivnega modela, s čimer nimamo
dostopa do pomembnih strukturnih lastnosti. Kljub vsemu pa se informacijo o
vztrajnostnem momentu lahko aproksimira z namensko razvitimi pristopi, kot
so metoda virtualne točke (ang. virtual point method), aproksimacija na osnovi
več translacijskih merilnih točk (ang. multi-point connectivity method) in metoda
povezovalnih modalnih oblik odzivov (ang. interface displacement modes) [42, 70,
91]. Izpostavljene metode so v splošnem omejene na manǰse točkovne spoje.
Rekonstrukcija robnih pogojev; alternativen pristop prosto-prostemu vpetju
za pridobitev kontaktnih dinamskih lastnosti predstavljajo metode dodajanja mas
v postopku identifikacije dinamike podstruktur. Med bolj uveljavljenimi pristopi
je metoda prenosnega simulatorja (ang. transmission simulator) v modalni do-
meni in metoda omejitvenih sil (ang. blocked forces) v frekvenčni domeni [92–95].
Pristopi, razvrščeni v zgornje štiri skupine zaradi izvorno drugačne namembnosti, v
strukturni dinamiki zgolj posredno rešujejo specifične probleme na področju dinamike
podstruktur. V slednji je namreč ključna pridobitev rotacijskih prostostnih stopenj,
popis prožnosti spojev, konsistentnost globalnih dinamskih lastnosti ter enoličen zajem
dinamskih ostankov. Iz tega razloga je v tej doktorski disertaciji predstavljen alter-
nativni pristop kombiniranja eksperimentalnih in numeričnih podatkov v hibridnem
postopku z namenom izpolnjevanja izpostavljenih pogojev. Ideja temelji na pristopu
sklopitve eksperimentalnih globalnih dinamskih lastnosti, kot so lastne frekvence ter
njihove amplitude k numeričnemu modelu, ki zagotavlja konsistenten dostop v vseh
prostostnih stopenjah. Večji del razvoja hibridne metode poteka v frekvenčni domeni
ob vzporedni podpori kriterijskih postopkov nad modalnimi parametri.
Osnova dinamike podstruktur v frekvenčnem prostoru temelji na pridobitvi odzivnih
modelov vseh podstruktur. Ti so definirani z naborom frekvenčnih prenosnih funkcij, ki
predstavljajo razmerje dinamskega odziva v eni in vzbujanja v drugi točki na strukturi.
Slednje lahko pridobimo na osnovi meritev ali s pomočjo numerične harmonske analize.
Oba pristopa imata svoje prednosti in omejitve, pri čemer je prednost enega postopka
običajno omejitev drugega. Eksperimentalni pristop omogoča pridobitev realnih di-
namskih parametrov, ki so osnova za natančen rezultat sklapljanja. Na drugi strani
numeričen model omogoča konsistenten popis vseh prostostnih stopenj ter ne vsebuje
naključnih in sistematičnih pogreškov. Njuno medsebojno povezovanje nakazuje na
primerneǰsi zapis dinamskih modelov podstruktur.
Splošen odziv poljubne točke na strukturi popǐsemo s šestimi prostostnimi stopnjami.
Odzivni model tako sestoji iz translacijskih, translacijsko-rotacijskih in izključno ro-
tacijskih odzivov. Zaradi zahtevnosti eksperimentalne pridobitve rotacijskih odzivov
se le te v večini strukturno dinamskih aplikacijah zanemarja. Obravnava izključno
translacij tako predstavlja zgolj 25 % celotnega odzivnega modela (slika 4.1), kar ni
zadostno v primeru dinamike podstruktur. Izguba informacij o prenosu vztrajnostnega
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momenta med podstrukturami vodi do napačnih rezultatov. Zajem vseh šestih prosto-
stnih stopenj, zlasti v povezovalnih koordinatah, je tako ključnega pomena. Njihova
pridobitev je običajno posredne narave preko rekonstrukcije iz translacijskih odzivov,
kar pa je v tem delu nadgrajeno s predlaganjem direktnega zaznavanja rotacijskih
pospeškov. Definicija rotacijskih odzivov je iz teoretičnega vidika redundantna infor-
macija, saj jih je možno posredno določiti z odvajanjem translacijskih modalnih oblik.
V praksi se izkaže, da je tovrsten pristop računsko izredno nestabilen in posledično
nezanesljiv [85–87]. Rotacije je zato nujno potrebno pridobiti eksperimentalno, s čimer
dosežemo bolj natančen popis dinamike podstruktur. Na tem mestu se je potrebno za-
vedati, da kljub temu, da translacijski in rotacijski odzivi definirajo isto podstrukturo,
tukaj ne gre za ista odzivna modela. V kolikor ni možno prehajati iz enega v drugega
(odvajanje v praksi ni računsko stabilen proces), operiramo pravzaprav z dvema mode-
loma, iz katerih je potrebno sočasno pridobiti koristne informacije. Ta korak predstavlja
dodano vrednost predlaganega hibridnega postopka, ki temelji na procesu dinamskega
sklapljanja eksperimentalnega in numeričnega modela, pri čemer sta oba sestavljena
iz translacijskega in rotacijskega modela. V bistvu gre za povezovanje štirih modelov,
v katerih je v nadaljevanju predstavljenim postopkom procesiranja signalov potrebno
prepoznati koristni del informacij. V ospredju obravnave so povezovalne koordinate,
preko katerih se prenaša energija med podstrukturami. Občutljivost slednjih je bila
izpostavljena že v poglavju 3.2., kjer je prikazan način širitve merilne negotovosti med
podstrukturami. Na drugi strani notranje koordinate, ki so poljubno razporejene dru-
gje po strukturi, ne predstavljajo kritičnih mest za sam postopek sklapljanja, ampak
skrbijo za konsistentnost dinamskih ostankov med različnimi modeli.
V nadaljevanju poglavja bo predstavljen idejni koncept predlagane hibridne metode ter
shematski oris ključnih korakov. Sledila bo njihova podrobneǰsa definicija in vzporedna
implementacija na primeru sklopitve testnega sistema z linijskim spojem. Vmesni
rezultati bodo prikazani sočasno s potekom razvoja hibridnega postopka vse do končne
validacije.
5.1. Razvoj hibridne metode
Hibridni postopek dinamike podstruktur v frekvenčni domeni sestoji iz sedmih glavnih
sklopov. Izpeljava temelji na vzporednem razvijanju dveh ekvivalentnih modelov v
numeričnem in eksperimentalnem prostoru. Vsak model ima dvodelno osnovo, kjer je
ena na translacijski in druga na rotacijski bazi. Testni sistem predstavljajo dve ravni
kovinski plošči, povezani preko linijskega kontakta s štirimi vijaki. Podporo procesi-
ranja signalov v frekvenčni domeni zagotavljajo vmesni prehodi v modalni prostor, ki
je bolj primeren za aplikacijo nabora primerjalnih in izločevalnih kriterijev. Shematski
prikaz predlaganega hibridnega postopka je prikazan na sliki 5.1.
V prvem sklopu se postavi testni strukturi ekvivalenten numeričen model na osnovi
metod končnih elementov v programskem okolju Ansys. Materialni in geometrijski
parametri iz strani proizvajalca so predpisani štiri-vozlǐsčnim končnim elementom s
po šestimi prostostnimi stopnjami v vsakem vozlǐsču. Numerični model s porazdeli-
tvijo prostostnih stopenj predstavlja osnovno ogrodje, kateremu so kasneje prirejene
eksperimentalno dobljene dinamske lastnosti sistema. Preliminaren zapis numeričnega
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modela in izvedba numerične modalne analize omogoča izvedbo občutljivostne analize,
na podlagi katere se izbere optimalen reduciran nabor merilnih mest. Ta zajema tako
notranje, kot tudi povezovalne koordinate. Slednje so še posebej pomembne za popis
prožnosti kontaktnih površin.
V drugem sklopu se na podlagi preliminarnih ugotovitev izvede eksperimentalna fre-
kvenčna analiza za pridobitev FPF translacijskih in rotacijskih odzivov. V obeh pri-
merih je vzbujanje izvedeno z modalnim kladivom. Odzivi so izmerjeni z direktnim
translacijskim in rotacijskim zaznavalom pospeškov s tehniko premikanja zaznavala po
strukturi. Na ta način imamo dostop do celotne leve polovice odzivne matrike vseh
podstruktur (slika 4.1).
Neobdelane meritve s pomočjo eksperimentalne modalne analize v tretjem sklopu pre-
tvorimo v modalni prostor. V ta namen se uporabi večreferenčna identifikacijska me-
toda LSFD (ang. least square frequency domain), implementirana v programu LMS
Test Lab. Vmesna transformacija med domenami je ključnega pomena za uporabo
korelacijskih kriterijev v naslednjem sklopu.
V četrtem sklopu se preveri ujemanje med numerično in eksperimentalno pridoblje-
nimi odzivi. Iz meritev se odstranijo prostostne stopnje z velikim deležem merilnih
pogreškov, za kar je postavljen set izločevalnih kriterijev. Naprej se postavi spodnja in
zgornja meja frekvenčnega intervala, znotraj katerega se upoštevajo pridobljeni izmerki.
V petem sklopu se reducirani nabor prostostnih stopenj uporabi v postopku rekon-
strukcije FPF. Ta korak je ključen iz vidika zagotavljanja konsistentnosti globalnih
dinamskih lastnosti preko vseh izmerkov. Zaradi več-referenčne identifikacije modalnih
parametrov tukaj dosežemo povprečno vrednost lastnih frekvenc in predvsem njiho-
vih amplitud odzivov. Ta proces omogoča eliminacijo kasneǰse generacije fiktivnih
vrhov (ang. spurious peaks) v sklopljenih FPF sistema. V rekonstrukciji je potrebno
upoštevati tudi statične in vǐsjefrekvenčne odzive izven eksperimentalnega frekvenčnega
območja. Manjkajoči modalni parametri se nadomestijo z vpeljavo numeričnega mo-
dela. Takšen pristop po enačbi (3.21) zagotavlja konsistenten popis reduciranega na-
bora rekonstruiranih eksperimentalnih FPF.
V predzadnjem sklopu uvedemo prilagojeno metodo dinamičnega sklapljanja v fre-
kvenčni domeni LM FBS imenovano SEMM (ang. system equivalent model mixing). S
tem postopkom lahko levo polovico odzivne matrike, ki vsebuje podatke o translacijskih
ter translacijsko-rotacijskih odzivih, prenesemo na celotni odzivni model z reduciranim
naborom prostostnih stopenj. Ključni korak v tej fazi predstavlja nov način sklopi-
tve dvodelnega modela translacijskih in rotacijskih odzivov na celovit dinamski odziv
numeričnega skeleta prostostnih stopenj. Pri tem postopku se ohranijo vse eksperimen-
talne globalne lastnosti, ki hkrati niso v nasprotju z numeričnimi dinamskimi ostanki.
Lokalne dinamske lastnosti numeričnega modela se ob vpeljavi eksperimentalnih FPF
in redefiniciji robnih pogojev prenesejo čez celotni model.
V sedmem sklopu lahko v osnovi reducirani nabor prostostnih stopenj skozi ponovno
implementacijo štiridelne SEMM metode razširimo na poljuben nabor prvotno neiz-
merjenih prostostnih stopenj. Pridobljen dinamski model iz hibridnega postopka se
uporabi v LM FBS metodo sklapljanja v frekvenčni domeni.
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EksperimentNumerični model


















































































Slika 5.1: Shematski potek predlaganega hibridnega postopka.
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5.1.1. Numerični model obravnavane strukture
Numerični model testne strukture sestoji iz štiri-vozlǐsčnih končnih elementov s šestimi
prostostnimi stopnjami in ima pomembno vlogo v celotnem hibridnem procesu skla-
pljanja. Predhodno smo ga definirali že v poglavju 4.1. za potrebe preučevanja ekspe-
rimentalnih rotacijskih prostostnih stopenj. Materialni parametri so podani iz strani
proizvajalca, medtem ko smo geometrijske podatke na osnovi opravljenih meritev pri-
dobili samostojno. Isti model ohranimo tudi za namen hibridnega postopka, pri čemer
namesto harmonske analize nad njim izvedemo preliminarno modalno analizo. V osnovi
gre za dvodelni sistem AB, sestavljen iz podstrukture A in podstrukture B, med seboj
povezanih s togimi linijskimi elementi, kot prikazuje slika 5.2. Prva podstruktura ima
približno 11 tisoč prostostnih stopenj in druga približno 10 tisoč. Z modalno analizo
smo določili modalne parametre vse do 20 kHz. Zgornja frekvenčna meja je postavljena
bistveno nad eksperimentalno zgornjo mejo, zaradi potrebe po kasneǰsi rekonstrukciji
FPF v obliki vǐsjefrekvenčnih ostankov. Število modalnih oblik, pripadajočih lastnih
frekvenc ter faktorjev dušenja znotraj 20 kHz frekvenčnega intervala je 54 za podstruk-
turo A, 51 za podstrukturo B ter 72 za sistem AB. Vsi vmesni rezultati bodo prikazani
na intervalu od 0 do 2 kHz, kar je hkrati zgornja umerjena meja zaznavanja rotacijskih
pospeškov.












Slika 5.2: Numerični model testne strukture.
V nadaljevanju smo preverili vpliv 25 enakomerno porazdeljenih dodatnih izvrtin M5×3
na obeh podstrukturah za pritrditev rotacijskega zaznavala, vpliv izvrtin za povezo-
valne vijake in pripadajoči delež vijaka na podstrukturo ter dodanih nosilcev za prosto-
prosto vpetje sistema na lastno dinamiko obravnavanih struktur. Primerjava sprememb
lastnih frekvenc je zaradi poenostavitve prikaza definirana samo za podstrukturo A in
jo najdemo v preglednici 5.1. Vsi vmesni rezultati bodo zaradi primerljivosti obeh
podstruktur A in B tudi v nadaljevanju koncentrirani zlasti na podstrukturo A.
Zaradi minimalnega vpliva sprememb na lastni odziv smo sprejeli odločitev, da le te
ne bodo vključene v numeričen model. Zanemariti pa ne moremo vpliva spremembe
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Podstruktura brez izvrtin 966,9 Hz 1385,0 Hz 1830,3 Hz
Izvrtine za rotacijsko zaznavalo 966,5 Hz 1384,6 Hz 1828,5 Hz
Izvrtine za povezovalne vijake 965,8 Hz 1384,8 Hz 1829,5 Hz
Vpliv nosilcev vpetja 966,9 Hz 1385,1 Hz 1830,2 Hz
Vse spremembe skupaj 966,1 Hz 1384,3 Hz 1828,1 Hz
dinamskih lastnosti zaradi premikanja zaznaval med merilnimi točkami. Masa zaznaval
namreč povzroči zamik lastnih frekvenc za več Hz, odvisno od njenega položaja na
strukturi. Bolj kot sam zamik, omejitev predstavlja nekonsistentnost lastnih odzivov,
kar pomeni, da pravzaprav obravnavamo različne strukture. V dinamiki podstruktur je
ta pojav nujno potrebno eliminirati, pri čemer se lahko poslužimo številnih obstoječih
metod [44,45]. Iz praktičnega vidika pa so, zaradi tipičnih eksperimentalnih problemov,
slednje omejene večinoma na teoretične primere. Ob predpostavki, da je dinamika
podstruktur upravičena pri analizi obsežnih in kompleksnih sistemov z veliko maso,
postane vpliv nekaj gramov dodane mase zaznaval zanemarljiv. Iz tega razloga je
v našem primeru sprejet standarden postopek uporabe dodatnih uteži [44] v obliki
magnetov na vsa merilna mesta. S premikom zaznavala se pozicija uteži prestavi na
preǰsnje merilno mesto. Na tak način dosežemo konsistentnost odziva ne glede na
položaj zaznavala. Dodaten razlog za sprejemljivost tega koraka, kot bo pokazano v
nadaljevanju, je dopustnost nekolikega odstopanja numeričnega modela od testnega
sistema v hibridnem postopku.
Z namenom povezovanja eksperimentalnih in numeričnih podatkov naslednji korak
predvideva določitev reprezentativnih merilnih mest na testni strukturi. Pomeriti od-
ziv v vseh prostostnih stopnjah, ki so definirane v numeričnem modelu, je praktično
neizvedljivo, zato se predvidi reducirani nabor prostostnih stopenj. Pri njihovi izbiri je
ključnega pomena, da se izberejo tiste pozicije, ki optimalno definirajo dinamski odziv
znotraj celotnega obravnavanega frekvenčnega intervala. Določimo jih lahko s pomočjo
občutljivostne analize. V našem primeru smo za izhodǐsče izbrali AvtoMAC kriterij
(ang. auto modal assurance criterion) [96]. Uporabnost tega pristopa izhaja iz prepo-
znavanja omejenega nabora p prostostnih stopenj, ki hkrati označuje število zaznaval,
iz celotnega nabora n numeričnih prostostnih stopenj tako, da dosežemo dobro pogoje-
nost m iskanih modalnih oblik. V kolikor ima testna struktura n prostostnih stopenj so
pridobljene modalne oblike ϕ̄i; i = 1, ..., n vektorji z enako dimenzijo. Nabor modalnih
oblik lahko v matrični obliki zapǐsemo kot:
Φ = [ϕ1 ϕ2 ... ϕn]. (5.1)
Kriterij AvtoMAC primerja nabor modalnih vektorjev samih s seboj, pri čemer spre-
mljamo pogojenost tarčnih modalnih oblik s p prostostnimi stopnjami. Postopek je
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iterativne narave, kjer smo definirali začetni pogoj p = 25 merilnih mest. Vsaka itera-







, i, j = 1, ....,m. (5.2)
Vsi diagonalni elementi (i = j) AvtoMAC matrike so enaki 1, saj gre za korelacijo
modalnih vektorjev samih s seboj. Izven diagonalni elementi (i ̸= j), ki pogojujejo
linearno odvisnost modalnih oblik, pa imajo vrednosti med 0 in 1. Manǰsa kot je
vrednost, manǰsa je linearna odvisnost in slednje pozicije so potencialna merilna me-
sta. S povečevanjem kompleksnosti sistema, zaradi matematične nestabilnosti, izbira
zgolj AvtoMAC kriterija ne zadošča. Postopek je zaželeno nadgraditi z uporabo QR
dekompozicije [97,98]. V definiciji:
ΦTP̃ = QR, (5.3)
predstavlja P̃ ∈ Rn×n permutacijsko matriko, Q ∈ Rm×m ortogonalno matriko in
R ∈ Rm×n zgornje trikotno matriko. Po definiciji QR dekompozicije je element Ri+1,i+1
v matriki R merilo linearne neodvisnosti med i-to in i+1 kolono transponirane matrike
ΦT. Manǰsa kot je njihova vrednost, večja je linearna odvisnost vektorjev. V enačbi
(5.3) je obravnavana transponirana oblika modalne matrike ΦT, ker vsaka kolona pred-
stavlja informacijo, ki sovpada s potencialnim merilnim mestom. Linearno neodvisne
kolone ΦT nato ustrezajo linearno neodvisnim merilnim signalom. Glede na člene v
matriki R, je permutacijska matrika P̃ določena s padajočim trendom elementov iz




kjer so kolone v Φ̃
T
sortirane glede na linearno neodvisnost. Prva kolona tako določa
najmanj linearno odvisno prostostno stopnjo. Iz nabora prvih p kolon tako določimo,
katera merilna mesta so najbolj primerna za pridobitev eksperimentalnih odzivov. Bolj
podrobno izpeljavo postopka najdemo v [99].
Z občutljivostno analizo definirana merilna mesta na testnih strukturah omogočajo v
zadnjem koraku popravek numeričnega modela za dodane mase magnetov in ponovno
modalno analizo. Izbranih 25 merilnih mest je enakomerno razporejenih po obeh pod-
strukturah A in B, pri čemer jih 5 izmed njih predstavlja povezovalne koordinate.
Poleg izračuna občutljivostne analize, ki podaja bistveno večji nabor ustreznih koordi-
nat, kot jih potrebujemo, sta pomembna kriterija tudi praktičnost pritrditve zaznavala
ter možnost meritve translacij in rotacij v istih merilnih mestih. Končne pozicije so
tako definirane z upoštevanjem obeh pogojev. Rezultat za prvih devet prožnih modal-
nih oblik in pripadajočih lastnih frekvenc za podstrukturo A in celoten sistem AB je
prikazan na sliki 5.3. Z rdečimi krogi so označene pozicije merilnih točk. Izračunane
modalne oblike bodo kasneje predstavljale referenčno bazo za izločevalne kriterije iz-
merjenih odzivov prostostnih stopenj s prisotnostjo nesprejemljivih merilnih pogreškov.
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Slika 5.3: Numerične modalne oblike in pripadajoče lastne frekvence v [Hz]; a)
Modalne oblike na strukturi A, b) Modalne oblike sklopljenega sistema AB.
5.1.2. Eksperimentalna analiza testnega sistema
Namen eksperimentalnega dela je pridobitev frekvenčnih odzivov realne strukture. Te-
stni sistem sestoji iz dveh podstruktur v obliki ravnih kovinskih plošč različnih dimen-
zij, ki sta med seboj povezani s štirimi M12×25 imbus vijaki. Shematski prikaz obeh
podstruktur, medsebojne povezave, materialni podatki ter oznake merilnih mest so
prikazane na sliki 5.4.
Vsako izmed 25 merilnih mest na posamezni podstrukturi sestoji iz šestih prostostnih
stopenj. Za pridobitev celotne odzivne matrike bi tako bilo za vsako podstrukturo
potrebno izvesti kar 22500 ((25 × 6)2) kombinacij FPF. Številka postane še večja z
upoštevanjem trikratnega povprečenja vsake meritve. Predstavljen obseg naloge je iz
eksperimentalnega vidika težko izvedljiv, zato se predviden nabor smiselno reducira.
Ob eliminaciji nekoreliranih smeri (neodvisnost prostostnih stopenj zaradi pravokotno-
sti podstruktur, npr. vzbujanje podstrukture A v x smeri ni v odvisnosti od odziva
v y ali z smeri) ter upoštevanju recipročnosti meritev se nabor izrazito omeji. Nada-
lje na določena merilna mesta ni možno pritrditi zaznavala ali pa izvesti vzbujanja.
Pomembno je izpostaviti, da je vseh šest prostostnih stopenj in njihovih kombinacij
izmerjenih v petih povezovalnih prostostnih stopnjah, ki so ključne v procesu sklaplja-
nja. V preostalih merilnih mestih je zaželeno izvesti čim več meritev, kar omogoča
lažje povezovanje z numeričnim modelom. V preglednici 5.2 je prikazana sistematična
razporeditev kombinacij vzbujevalnih prostostnih stopenj in izbira tehnike s premikom
kladiva ali zaznavala med posameznimi meritvami. Označeno je tudi, katera vozlǐsča
ali merilna mesta so bila vključena. Končno število različnih kombinacij FPF znaša
približno 1300 za posamezno podstrukturo. Ob upoštevanju trikratne ponovitve je
skupno končno število meritev približno 7800. Kljub ogromnemu številu meritev, pa
je bila s sočasno uporabo rotacijskega in dveh triosnih translacijskih zaznaval pospeška
ter modalnega kladiva izvedljivost časovno upravičena. Z možnostjo avtomatizacije ali
skeniranja z laserskim vibrometrom je v prihodnosti možno dodatno optimizirati čas
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m  =  23,3 kgA
m  =  21,2 kgB
3ρ   =  7840 kg/m
E   =  210 GPa
Slika 5.4: Sistem jeklenih plošč z linijskim kontaktom, podanimi dimenzijami in
materialnimi lastnostmi ter označenimi merilnimi mesti.
izvedbe.
Preglednica 5.2: Smeri vzbujanja in odziva na obeh podstrukturah.
Podstruktura A Podstruktura B










y zaznavalo 1-25 rx zaznavalo 1-25
rx zaznavalo 1-5 rz zaznavalo 1-25
z z zaznavalo 1-25 z z zaznavalo 1-25
Za meritev translacijskih pospeškov smo uporabili zaznavalo pospeškov PCB 356A45
ter rotacijskih Kistler 8840. Vzbujanje strukture z impulzom sile je bilo izvedeno z
modalnim kladivom PCB 086C03. Gre torej za eksperimentalno postavitev za namen
preučevanja rotacijskih prostostnih stopenj (poglavje 4.2.). Celotna testna struktura
je bila na vibroizolirani granitni kocki ter prosto-prosto vpeta na nosilno strukturo.
Frekvenca vzorčenja je bila nastavljena na 12,8 kHz, ter čas zajemanja 5 sekund. Fre-
kvenčna ločljivost je tako 0,2 Hz vse do zgornje meje 6400 Hz frekvenčnega intervala po
Fourierjevi transformaciji časovne vrste. Rezultati bodo sicer prikazani samo do 2 kHz,
vendar je vǐsja frekvenca vzbujanja potrebna za določitev vǐsjefrekvenčnih ostankov.
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Shematsko postavitev eksperimenta lahko vidimo na sliki 4.5 in realno postavitev struk-











Slika 5.5: Eksperimentalna postavitev; a) Podstruktura A, b) Podstruktura B, c)
Sistem AB.
Postavitev eksperimentalnega polja omogoča prve meritve, s katerimi smo želeli preve-
riti dejanski vpliv uporabljenih utežnih mas na pozicijo lastnih frekvenc pri premiku
zaznavala. Na sliki 5.6b so detajlno prikazani vrhovi prve lastne frekvence podstruk-
ture A v y smeri v primeru brez uporabe uteži. Raztros pozicij med 25 prostostnimi
stopnjami je v območju 28 Hz. Nivo odstopanja ni sprejemljiv, kar je bilo potrjeno
že na osnovi numeričnega modela, zato je ukrep z utežmi (slika 5.6a) nujno potreben.
Ponovitev meritev z dodanimi utežmi na sliki 5.6c prikazuje pokrivanje pozicij prve
lastne frekvence.
Ustreznost preliminarnih meritev omogoča pridobitev celotnega nabora FPF v vseh
prostostnih stopnjah. Zaradi uporabe zgolj modalnega kladiva tako že v osnovi str-
mimo k pridobitvi samo leve polovice odzivne matrike, kjer je za vzbujanje uporabljena
sila. Momentno vzbujena polovica odzivne matrike tako ostane nezapolnjena, kar se
kasneje razširi z implementacijo SEMM metode. Dejstvo, da leva polovica odzivne ma-
trike vsebuje informacije tako o razmerju sila-translacija, kot tudi sila-rotacija, lahko
s pridom izkoristimo kot povezovalni kriterij med translacijskim in rotacijskim mode-
lom strukture. Grafičen prikaz celotnega nabora meritev, zaradi preobsežnosti na tem
mestu ni ustrezen, zato je prikazanih zgolj nekaj tipičnih primerov med različnimi pro-
stostnimi stopnjami. Primer štirih FPF na podstrukturi A je prikazan na sliki 5.7, kjer
indeksi označujejo merilno mesto in smer vzbujanja/odziva (slika 5.4). Translacijski
odziv na sliki 5.7a je v primerjavi s preostalimi rotacijskimi bistveno bolje definiran
in vsebuje manj šuma. Slednji se v primeru rotacij pojavi zlasti pri nizkih frekvencah
in v primeru slike 5.7d skozi celoten interval, zaradi česar so meritve neuporabne. V
tej kombinaciji je prva lastna frekvenca izven opazovanega območja in nivo odzivov na
ravni šuma zaznavala. Tovrstne meritve bodo kasneje izločene s setom kriterijev ter
nadomeščene v hibridnem postopku.
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Slika 5.6: Vpliv dodanih magnetnih uteži na podstrukturi A; a) Eksperimentalna
izvedba dodanih uteži, b) Vrhovi prve lastne frekvence za 25 FPF brez uteži, c)
Vrhovi prve lastne frekvence za 25 FPF z dodanimi utežmi.
5.1.3. Identifikacija modalnih parametrov
Tretji sklop predlaganega hibridnega postopka predvideva identifikacijo modalnih pa-
rametrov oziroma prehod iz frekvenčne v modalno domeno. S pridobitvijo modal-
nih parametrov imamo v primerjavi z uporabo FPF ustrezneǰso osnovo za nadaljnjo
vpeljavo izločevalnih kriterijev nekoreliranih prostostnih stopenj. Modalna domena
omogoča tudi bistveno bolj kompaktno obliko zapisa dinamskih lastnosti v primerjavi
s FPF v frekvenčni domeni. Obsežen nabor izmerkov iz leve polovice odzivne matrike
ni povsem konsistenten, temveč ima posamezna polja prazna zaradi nedostopnosti pri
eksperimentu. Vse dokler je v posamezni koloni in smeri vsaj 15 meritev, jo je smi-
selno analizirati. V nasprotnem primeru manǰsi nabor lahko vodi v zavajajočo oziroma
napačno identifikacijo pri uporabi standardnega MAC kriterija. Slednji se običajno
uporablja za primerjavo eksperimentalnih in numerično pridobljenih modalnih oblik
ter ujemanje zaporedja modalnih oblik pri pripadajočih lastnih frekvencah.
Vzbujanje v eksperimentalnem delu je bilo izvedeno v desetih prostostnih stopnjah
za odziv vsake prostostne stopnje. Tako imamo tekom IMP na voljo deset kolon za
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posamezno prostostno stopnjo, nad katerimi uporabimo več-referenčno LSFD identifi-
kacijsko metodo. Po teoriji EMA namreč velja, da lahko modalne parametre pridobimo
iz poljubne kolone v odzivni matriki [44]. Na ta način imamo redundanco podatkov ali
predoločen sistem, ki omogoča povprečenje naključnih pogreškov v posamezni smeri.
Pred samo uporabo identifikacijskega postopka z dodatnim testom preverimo vpliv pri-
trjenih magnetnih uteži. V kolikor ne gre za konsistenten odziv, ima LSFD metoda
težavo pri iskanju stabilizacijskih polov, kar lahko opazimo na osnovi primerjave sta-
bilizacijskega diagrama (slika 5.8). Na sliki 5.8a je primer stabilizacijskega diagrama
strukture brez uporabe uteži. Zaradi odstopanja pozicij lastnih frekvenc pri premikanju
zaznavala po strukturi identifikacijska metoda s težavo določi stabilne pole polinomov.
Na desni strani pri uporabi magnetov zaradi konsistentnih odzivov določitev polov ni
problematična.
Metoda LSFD omogoča identifikacijo modalnih oblik, lastnih frekvenc ter pripadajočih
faktorjev dušenja. V preglednici 5.3 so prikazani rezultati ujemanja prvih šestih la-
stnih frekvenc ter ujemanje med identificiranimi in numeričnimi modalnimi oblikami
za primer podstruktur A in B.
Za obe podstrukturi je ujemanje lastnih frekvenc zelo dobro. Ravno tako si modalne
oblike sledijo v enakem vrstnem redu. Vendar pa vrednosti MAC kriterija oziroma uje-
manje numeričnih in eksperimentalnih modalnih oblik za namene dinamičnega skla-
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Slika 5.8: Stabilizacijski diagram podstrukture A v smeri y za 25 prostostnih stopenj;
a) Brez dodanih uteži, b) Z dodanimi utežmi.
pljanja niso zadovoljive. Razlog odstopanja najdemo zlasti v pogreških posameznih
merilnih točk, kar je prikazano s primerjavo tretje numerične in eksperimentalne mo-
dalno oblike podstrukture A na sliki 5.9. Na sliki vidimo manjkajoče meritve, kot tudi
posamezne nekorelirane prostostne stopnje.
Preglednica 5.3 prikazuje MAC povprečje vseh prostostnih stopenj skupaj. V pregle-
dnici 5.4 pa lahko preučujemo razlike v ujemanju posameznih smeri na podstrukturi
A. Opazimo, da se translacije v splošnem bolje ujamejo z numerično referenco kot ro-
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Preglednica 5.3: Primerjava numeričnih in eksperimentalnih lastnih frekvenc in mo-
























1 962,98 964,83 -0,19 96,7 1056,08 1054,30 1,92 95,9
2 1379,01 1383,49 -0,32 95,1 1569,80 1567,69 0,13 98,0
3 1810,36 1803,71 0,36 97,4 1910,57 1894,36 0,84 94,5
4 2351,38 2314,84 1,55 94,1 2574,37 2560,03 0,55 89,1
5 2516,24 2483,78 1,29 93,5 2655,49 2629,15 0,99 91,1
6 3895,08 3827,25 1,74 90,8 2655,67 2649,45 0,23 90,5
Eksperimentalni odziv
Numeričen odziv
Slika 5.9: Primerjava numerično in eksperimentalno pridobljene tretje prožne
modalne oblike podstrukture A v smeri y.
tacije. Zaradi nezmožnosti izvedbe meritve na zadostnem število merilnih mest v smeri
rx (imamo jih zgolj 5) za to kolono ni izračunanih MAC vrednosti. Primerljiv rezultat
je bil dosežen tudi na podstrukturi B.


















1 964,83 99,9 99,6 99,3 / 92,1 90,2
2 1383,49 99,8 99,7 99,4 / 93,4 91,1
3 1803,71 99,8 99,7 99,2 / 90,2 91,3
4 2314,84 99,7 99,7 99,4 / 90,5 92,1
5 2483,78 99,8 99,8 99,5 / 87,2 85,5
6 3827,25 99,4 99,3 99,6 / 91,2 88,8
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5.1.4. Kriteriji za prepoznavanje prostostnih stopenj z velikim
pogreškom
Natančnost rekonstruiranega odzivnega modela je pogojena z natančnostjo modalnih
parametrov. Iz eksperimenta identificirane modalne parametre tako ne moremo nepo-
sredno uporabiti v postopku sinteze FPF, ampak jih je potrebno predhodno ustrezno
pripraviti. To naredimo z uporabo kriterijev za prepoznavanje prostostnih stopenj z
velikim deležem merilnih pogreškov in njihovo eliminacijo. V dinamiki podstruktur
je izločanje nekoreliranih odzivov že vrsto let velik izziv, pri čemer kljub številnim
predlogom trenutno še ne obstaja uveljavljena metoda. Iz tega razloga bo v tem po-
glavju predstavljen v tem delu razvit postopek, ki se je izkazal za zanesljivega. Po tem,
ko imamo na voljo MAC kriterij ujemanja eksperimentalnih in numeričnih modalnih
oblik iz poglavja 5.1.3., se vrnemo korak nazaj in z metodo identifikacij modalnih pa-
rametrov določimo eksperimentalne modalne oblike za vsako ločeno kolono izmerjene
odzivne matrike. V našem primeru desetih kolon imamo tako teoretično deset ekviva-
lentnih naborov modalnih oblik za vsako smer posebej. Slednji predstavljajo izhodǐsče
za kriterijski postopek, ki je shematsko prikazan na sliki 5.10. Po začetnem izračunu
MAC kriterija je potrebno paroma urediti po obliki ujemajoče zaporedje eksperimental-
nih in numeričnih modalnih oblik. Pomembno je, da izvedemo primerjavo med dvema
ekvivalentnima lastnima oblikama in ne obliko pri isti lastni frekvenci. V našem pri-
meru je ujemanje ustrezno skozi celoten interval, tako da ni potrebno izvesti zamenjave
indeksov. V splošnem pa se lahko zgodi, da je vrstni red zamenjan, določene lastne
oblike niso identificirane ali pa so posamezne podvojene.
Kriterijski postopek se v naslednjem koraku razcepi na dva dela. Leva veja postopka
temelji na medsebojni primerjavi izključno eksperimentalnih modalnih parametrov,
medtem ko se desna veja povezuje z numeričnim modelom. Ideja na levi strani je v
prvem koraku pridobiti povprečje vseh modalnih oblik (poglavje 5.1.3.) z uporabo več-
referenčne identifikacijske metode. Povprečno modalno obliko za posamezno smer tako
definira deset naborov izmerjenih odzivov. V naslednjem koraku na podlagi nabora







(xi − x̄)2, (5.5)
kjer je N število vzorcev (v našem primeru 10), yi odziv posamezne prostostne stopnje v
modalni obliki in x̄ njihovo povprečje. Na podlagi velikosti standardne deviacije lahko
postavimo vrstni red prostostnih stopenj s padajočo vrednostjo. V tem koraku lahko
ocenimo, katere prostostne stopnje so manj stabilne oziroma imajo večjo razpršitev, za
kar pa ni mogoče neposredno določiti vzroka. Na sliki 5.11 imamo grafično ponazoritev
standardne deviacije prostostnih stopenj v y smeri za prvo modalno obliko podstrukture
A. Opazimo, da je zgolj nekaj prostostih stopenj z izrazito razpršitvijo meritev, za
katere moramo poiskati indekse. Pomagamo si lahko z izračunom povprečne vrednosti
standardnih deviacij in razdelimo nabor na tiste, ki so pod to mejo in tiste, ki so nad.
Zaradi primerljivih lastnosti v ostalih smereh se je izkazal kriterij za ustreznega.
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COMAC-S
COMAC MSF
Ločena identifikacija modalnih 
oblik po izmerjenih kolonah 
odzivne matrike
Srednja vrednost modalnih 





Izpostavljen nabor prostostnih 
stopenj z velikim pogreškom
posameznega kriterija
Slika 5.10: Shematski potek kriterijskega postopka za prepoznavanje pogreškov v
modalnih oblikah.
Slika 5.11: Standardna deviacija prostostnih stopenj prve modalne oblike v smeri y
na podstrukturi A.
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V drugem delu postopka uporabimo nadgrajeno obliko MAC kriterija, ki ga imenujemo











⏐⏐Ψeksj ⏐⏐2∑mj=1 ⏐⏐Ψ̂num⏐⏐2 , (5.6)












COMAC-S kriterij za razliko od MAC primerja ujemanje posameznih prostostnih sto-
penj v dveh masno normiranih modalnih vektorjih. Osnovo predstavljata numeričen in
identificiran eksperimentalni nabor modalnih oblik, urejenih v ujemajočem zaporedju.
Kriterij določa vpliv posamezne prostostne stopnje na enotsko vrednost na diagonali.
To pomeni, da se izpostavijo tiste eksperimentalne prostostne stopnje z najmanǰsim
doprinosom k ortogonalnosti modalne matrike. To pomeni, da so slednje kombinacija
več odzivov ali pa prisotnosti pogreškov. Za razliko od MAC je pri COMAC-S bolǰse
ujemanje, kadar je vrednost bližje nič. Primer izračuna COMAC-S kriterija za prvo
modalno obliko v smeri y na podstrukturi A je na sliki 5.12.
Slika 5.12: Rezultat COMAC-S kriterija nad prvo modalno obliko v smeri y na
podstrukturi A.
Primerjalno lahko opazimo podobnost vzorcev grafičnih prikazov na slikah 5.11 in 5.12.
V slednjem analogno prvemu kriteriju določimo nabor izrazito odstopajočih odzivov
na podlagi srednje vrednosti in zajetjem prekoračenih vrednosti. V zadnjem koraku
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kriterijskega postopka poǐsčemo presek obeh izločenih naborov in skupne identificirane
izločimo iz nadaljnje obravnave.
Predlagani postopek je z avtomatizirano skripto v odprto-kodnem programskem jeziku
Python izveden za celotni nabor identificiranih modalnih oblik za vsako smer ločeno.
V analizo je zajetih prvih pet prožnih lastnih oblik na intervalu med 964,83 Hz in
2483,78 Hz. Nad zgornjo frekvenco je zlasti pri rotacijskih odzivih ujemanje numeričnih
in eksperimentalnih modalnih oblik postalo nesmiselno zaradi zgolj nekaj uporabnih
merilnih mest. V obravnavanem intervalu pa je bilo povprečje na podstrukturi A
odstranjenih 21 % translacijskih in 35 % rotacijskih prostostnih stopenj. Primerljiv
rezultat je bil na podstrukturi B z odstranjenih 22 % translacijskih in 33 % rotacijskih
prostostnih stopenj.
5.1.5. Rekonstrukcija izmerjenih odzivov
Nabor modalnih parametrov se v petem sklopu hibridnega procesa transformira nazaj
v frekvenčno domeno. Za postopek sinteze FPF s pomočjo enačbe (3.21) je potrebno
pridobiti toge lastne oblike (enačba (3.22)), prožne lastne oblike ter zgornje ostanke
(enačba (3.23)). Reducirani nabor prožnih lastnih oblik smo definirali v poglavju 5.1.4.,
pridružiti pa jim je potrebno še numerične toge in vǐsje-frekvenčne prožne lastne oblike.
Primerljivi postopek je bil uspešno izveden že v delih [24, 25] in bo tukaj prilagojen
za naše potrebe. Na sliki 5.13 je prikazan shematski potek povezovanja numeričnih
in eksperimentalnih modalnih parametrov za namen rekonstrukcije odzivne matrike.
Rekonstruirani odzivni model je izračunan izključno iz eksperimentalno identificiranih










Slika 5.13: Shematski potek združevanja numeričnih in eksperimentalnih modalnih
parametrov.
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Reducirani model tako ne vsebuje FPF med zavrženimi ali neizmerjenimi prostostnimi
stopnjami ter prav tako ne pokriva desne polovice odzivne matrike, kot prikazuje slika
4.1. Reducirani nabor sintetiziranih FPF je potrebno nadalje primerjati z numerično
referenco ter eksperimentalno določenimi FPF, kot je za štiri primere iz podstrukture
A prikazano na sliki 5.14.
(a) (b)
(c) (d)





FPFA1y5ry. (Eksperimentalni( ), numerični ( ) in sintetizirani FPF ( ))
Slika 5.14a prikazuje primerjavo FPF, kjer sta bila vzbujanje in translacijski odziv
izmerjena v isti smeri. Eksperimentalno pridobljena FPF se že v osnovi zelo dobro
ujema z numerično in sintetizirano, kar lahko razberemo tudi iz preglednice 5.4 in zato
tukaj ni bilo potrebne večje korekcije. V primerih (slika 5.14b-5.14d) je bila izvedena
meritev s silo vzbujene podstrukture in merjen rotacijski odziv v treh različnih točkah.
Opazi se pomanjkljivost rotacijskega zaznavala pospeška pri nižjih frekvencah, kjer je
prevladujoč naključni pogrešek nad koristnim signalom. Za sintezo FPF je tukaj po-
membno vlogo odigral numeričen model. Velik doprinos kombiniranja eksperimentalnih
in numeričnih podatkov je ključnega pomena pred rekonstrukcijo odzivnega modela.
Opazimo lahko tudi pojav, da so globalne lastnosti t.j. lastne frekvence in njihove am-
plitude bližje meritvam ter konsistentnost lokalnih bližje numeričnim FPF. Ujemanje
globalnih lastnosti med eksperimentalnimi in rekonstruiranimi FPF je nadalje prever-
jen z uporabo FRAC kriterija [100] (ang. frequency response assurance criterion), ki
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pri čemer je Hpq eksperimentalna FPF, H
∗
pq eksperimentalna kompleksno konjugirana
FPF in Ĥ∗pq sintetizirana kompleksno konjugirana FPF. FRAC omogoča primerjavo
sintetiziranih FPF na omejenem frekvenčnem intervalu med ω1 in ω2, kar s pridom
izkoristimo samo na intervalu okoli lastnih frekvenc. Slika 5.15 prikazuje uporabljen
interval, omejen z 3dB manǰsim odzivom od amplitude lastnih frekvenc. Vrednosti
bližje 1 nakazujejo na dobro ujemanje in na drugi strani bližje nič slabše ujemanje
med signaloma. Zaradi izjemno velikega nabora podatkov je na sliki 5.16 prikazan
samo omejen nabor rezultatov iz podstrukture A, smeri y za prve tri lastne frekvence.
Primerljivi rezultati so dobljeni tudi v primeru podstrukture B, kar nakazuje na zelo
dobro rekonstrukcijo. V kolikor bi za FRAC kriterij uporabili celoten spekter, bi bili
rezultati zaradi občutljivosti kriterija na naključne pogreške povsem neuporabni. V
kolikor bi bile FRAC vrednosti pod 0.8, bi bilo potrebno ponovno opraviti korak 4 in


















Slika 5.15: Preverjanje ujemanja globalnih dinamskih lastnosti med meritvijo in
sintezo FPF s FRAC kriterijem.
99
Hibridni postopek podstrukturiranja v frekvenčni domeni
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(a)
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(c)
Slika 5.16: FRAC vrednosti ujemanja vrhov prvih treh lastnih frekvenc podstrukture
A na reduciranem naboru prostostnih stopenj v smeri y v geometrijski razporeditvi
merilnih mest. Številke v polju označujejo merilno mesto na strukturi; a) Prva lastna
frekvenca 964,84 Hz, b) Druga lastna frekvenca 1383,49 Hz, c) Tretja lastna frekvenca
1803,71 Hz.
5.1.6. Razširitev modela na vse prostostne stopnje
Rekonstrukcija odzivnega modela na podlagi identificiranih modalnih oblik omogoča
dostop zgolj do reduciranega nabora FPF iz leve polovice odzivne matrike. Za na-
men dinamike podstruktur pa je potreben celoten nabor translacijskih in rotacijskih
odzivov iz obeh polovic. S tem namenom je v šestem sklopu hibridnega postopka vpe-
ljana metoda SEMM [75]. Ta omogoča povezovanje frekvenčnih odzivov ekvivalentnih
modelov z namenom optimizacije zapisa dinamskih modelov. Razumevanje koncepta
metode SEMM je ključnega pomena, zato bo najprej sledil povzetek njene teorije ter
nato prilagoditev in uporaba v našem primeru.
5.1.6.1. Metoda SEMM
Metoda SEMM je princip povezovanja ekvivalentnih modelov strukture različnih izvo-
rov. Prilagojena je za frekvenčno domeno in omogoča povezovanje eksperimentalnih in
numeričnih FPF. Teorija je povzeta po delu [75]. Pri njeni izpeljavi v nadaljevanju so
uporabljeni specifična imena modelov, ki jih definiramo na naslednji način:
Hibridni model Yhib je končni model strukturnega odziva, sestavljen iz glavnega
modela in prekrivnih modelov na podlagi uporabe SEMM metode.
Glavni model Ygla je model, ki hibridnemu modelu zagotavlja skelet prosto-
stnih stopenj, vendar le te ne nosijo informacije o dinamskih lastnostih strukture.
Glavni model ima enako število prostostnih stopenj kot hibridni model.
Prekrivni model Ypre je običajno eksperimentalni model z naborom dinam-
skih odzivov v pomerjenih prostostnih stopnjah. Prekrivni model ima manj pro-
stostnih stopenj kot glavni model, na katerega se prenesejo dinamske lastnosti
strukture.
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Odstranjen model Yods je prekrivnemu modelu ekvivalenten nabor prostostnih
stopenj, ki jih je, zaradi aplikacije dinamskih odzivov iz prekrivnega modela,
potrebno odstraniti, da ne pride do podvajanja koordinat.
SEMM temelji na sklopitvi vseh skupnih prostostnih stopenj med glavnim in prekriv-






; Ypre , [Ypp]
pre, (5.9)
kjer indeks n predstavlja notranje in indeks p povezovalne prostostne stopnje na struk-
turi. Notranje prostostne stopnje so izključno tiste na glavnem modelu in niso nujno
enake notranjim prostostnih stopnjam na dejanskem fizičnem modelu. Torej gre za
tiste prostostne stopnje, ki so del glavnega modela, vendar jih nismo uspeli izmeriti v
prekrivnem modelu, tako da nosijo samo informacijo o poziciji in bodo kasneje pridobile
še informacijo dinamskem odzivu. Povezovalne prostostne stopnje so na drugi strani
tiste, s katerimi prispevamo informacijo o dinamiki modela in so v našem primeru enake
eksperimentalno pridobljenim prostostnim stopnjam. Iz tega lahko sklepamo, da velja
naslednji zapis:
{upre} ∈ {ugla}, (5.10)
ki pove, da je nabor prostostnih stopenj prekrivnega modela vedno manǰsi od na-
bora glavnega modela. SEMM metoda tako predvideva povezavo med prostostnimi
stopnjami glavnega modela, ki skrbi za skeletno ogrodje in dinamskimi odzivi iz eks-
perimentalno pridobljenega prekrivnega modela. Rezultat povezave je hibridni model,
v katerem so eksperimentalno izmerjene dinamske lastnosti sistema prenesene na celo-
ten nabor prostostnih stopenj glavnega modela. Shematski prikaz štirih obravnavanih




preY MxM(+) (-) (=)
Slika 5.17: Definicija modelov v metodi SEMM.
Za prenos dinamskih lastnosti iz prekrivnega modela na glavni model je najprej po-
trebno odstraniti soležne prostostne stopnje. To je možno narediti s postopkom iden-
tifikacije podstruktur (poglavja 2.3.5.), kjer odstranjeni model odstranimo iz glavnega
modela. Odstranjen model je definiran kot:
Yods , [Ypp]
gla = [Zglapp − Zglapn (Zglann )−1Zglanp ]−1 (5.11)
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Iz enačbe (5.11) opazimo da je zapis v admitančni obliki, kar omogoča neposredno
odštevanje prostostnih stopenj zaradi medsebojne neodvisnosti. Dinamična togost na
desni strani enačbe (5.11) je definirana kot Schurov komplement uporabljen v Guyanovi
redukciji.
Postavitev hibridnega modela
Za kasneǰse fizikalno razumevanja SEMM metode je potrebno najprej predstaviti mate-
matično ozadje. Izpeljavo pričnemo s sistemom enačb iz treh uvodoma predstavljenih
modelov. Na sistem delujejo zunanje sile f in notranje sile g. To lahko v matrični
obliki zapǐsemo tako:











kjer opazimo, da ima admitančni zapis odstranjenega modela predznak minus, ki
označuje postopek identifikacije podstruktur (razsklapljanje). Zunanje sile delujejo
samo na glavni model, ki je v ospredju analize. Preostala modela služita samo za defi-
nicijo robnih pogojev in matematično konsistentnost prostostnih stopenj. Robni pogoji
so definirani s kompatibilnostnimi in ravnotežnimi pogoji. Kompatibilnost med tremi
modeli je izražena z:
ugla = uods = upre ⇒
{
uglap − uods = 0
uods − upre = 0. (5.13)
V enačbi (5.13) je eksplicitno izpostavljena odvisnost med glavnim in odstranjenim ter
odstranjenim in prekrivnim modelom. Grafično je to prikazano na sliki 5.18. Rav-
notežni pogoj je naprej definiran kot:
ggla + gods + gpre = 0. (5.14)
V kompaktnem zapisu lahko oba pogoja zapǐsemo kot:
Bu = 0, (5.15)
in
g = −BTλ. (5.16)
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Slika 5.18: Prekrivanje modelov; a) Shematski potek povezovanja modelov, b)
Prekrivanje prostostnih stopenj na dejanski strukturi.
Definicija Booleanove logične matrike tako sledi:
B = [Bgla Bods Bpre] =
[
0 −I I 0
0 0 −I I
]
. (5.17)
Z implementacijo robnih pogojev (5.15) in (5.16) v enačbi (5.12) dobimo sekundarni
zapis sklopitve treh modelov v obliki admitančnih matrik:
⎡⎢⎢⎣
Zgla 0 0 Bgla
0 −Zods 0 Bods
0 0 Zpre Bpre














Z nadaljnjo eliminacijo Lagrangeovega multiplikatorja λ lahko za vektor prostostnih
stopenj pomikov u izpeljemo končno obliko metode LM-FBS:
Yhib = Y −YBT(BYBT)−1BY, kjer Y ,
⎡⎣ Ygla 0 00 −Yods 0
0 0 Ypre
⎤⎦ (5.19)
Opazimo da gre za podobno notacijo kot v enačbi (2.79) s tem, da so tukaj zajeti trije
modeli.
5.1.6.2. Uporaba SEMM za razširitev odzivnega modela
Teorija SEMM omogoča povezovanje ekvivalentnih modelov različnih izvorov, pri čemer
v praksi pogosto naletimo na omejitev nekompatibilnosti dinamskih ostankov. Po defi-
niciji dva ekvivalentna modela nista povsem identična, od koder tudi ideja kombiniranja
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prednosti posameznih. Za uspešno povezovanje je tako potrebno uskladiti vpliv dinam-
skih ostankov. Zgolj napenjanje enega modela nad drugim vodi do nekompatibilnih
robnih pogojev, kar v procesu sklopitve povzroči fiktivne vrhove ter popačen statičen
odziv in s tem povsem neuporabne rezultate. V ta namen so v delu [75] predlagani
trije postopki za ustrezneǰse prekrivanje, vendar je za njihovo uporabo potrebna dobra
mera inženirske presoje, kar v praksi ni zaželeno. Brez zanašanja na dodatno referenco
je tako postopek neuporaben.
Iz tega razloga je v našem primeru predlagan nov koncept tristopenjskega prekrivanja
modelov, kar nam omogoča dodatna meritev rotacijskih prostostnih stopenj. Metodo
SEMM bomo uporabili za razširitev leve polovice rekonstruirane odzivne matrike (po-
glavje 5.1.5.) na celoten nabor odzivov vseh ohranjenih eksperimentalnih prostostnih
stopenj. Osnovo oziroma glavni model Ygla v prvem koraku, ki je shematsko prikazan
na sliki 5.19, predstavlja numeričen model odzivne matrike. Njegovo strukturo lahko
smiselno razdelimo na štiri kvadrante, kjer levi zgornji predstavlja izključno translacije
(TT), desno od njega rotacijsko vzbujene translacije (RT), levo spodaj translacijsko

















Slika 5.19: Shematski potek prve faze prekrivanja modelov.
Na ta model postavimo (poglavje 5.1.5.) rekonstruirane translacije oziroma prekrivni
model Ypre,TT, pri čemer odštejemo razširjen nabor robnih pogojev z odstranjenim
modelom Yods. Robne pogoje predstavljajo kompatibilnostni in ravnotežni pogoji,
ki jih lahko v poljubnem obsegu odstranimo iz numeričnega modela. Na ta način
premikamo težǐsče vpliva robnih pogojev med prekrivnim in numeričnim modelom. Za
samo izvedbo uporabimo utežno matriko W(ω), kot je prikazano tudi v delu [75]. V
ta namen prilagodimo enačbo (5.18) v obliko:
⎡⎢⎢⎣
Zgla 0 0 BglaW(ω)
0 −Zods 0 Bods
0 0 Zpre Bpre
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ter z nadaljnjo manipulacijo enačb definiramo končno obliko sklapljanja odzivnih mo-
delov. Od tega koraka naprej pričnemo izpeljavo predlaganega postopka. Dodatna
meritev rotacijskih odzivov v prekrivnem modelu Ypre, TR nam omogoča referenco, s
katero lahko primerjamo generirani hibridni model Yhib na osnovi izključno iz eksperi-
menta rekonstruiranih translacijYpre, TT. Razširjeni odstranjen modelYods je definiran
z uporabo iterativnega postopka izbranih prostostnih stopenj v kompatibilnostnih in
ravnotežnih prostostnih stopnjah (slika 5.19). To nam omogočajo vrednosti 0 ali 1 v
utežni matriki W(ω) tako, da je med vsako iteracijo narejena primerjava med levim
spodnjim kvadrantom nastalega hibridnega modela Yhib in iz eksperimenta rekonstrui-
rano matriko rotacij Ypre, TR. Primerjava je narejena na osnovi koherenčnega kriterija,
definiranega v enačbi (4.1). Primer najbolǰsega ujemanja nam podaja vrednosti utežne
matrike W(ω), uporabljene v SEMM postopku.
V drugem koraku izvedemo SEMM postopek s prekrivnim modelomYpre, TT in v prvem
koraku pridobljenim odstranjenim modelom Yods, ki vsebuje optimalni nabor odstra-
njenih robnih pogojev. Shematski potek drugega koraka je prikazan na sliki 5.20, kjer
je dinamski odziv nastalega hibridnega modela Yhib pogojen z dinamskimi lastnostmi










Slika 5.20: Shematski potek drugega koraka prekrivanja modelov.
V tretjem koraku hibridnemu modelu iz drugega koraka Yhib,2 dodamo še informacijo
o rotacijskih prostostnih stopnjah. Na model Yhib tako pripnemo rotacijski prekrivni
model Ypre, TR in njegovo transformirano obliko Ypre, RT pri čemer odstranjeni model
Yods v tem primeru vsebuje enake prostostne stopnje kot prekrivni. Tako v končnem
hibridnem modelu Yhib, 3 minimalno vplivamo na translacijske prostostne stopnje ter
dodatno popravljamo glavni model z doprinosom rotacijskih prostostnih stopenj. She-
matski potek tega koraka je na sliki 5.21.
S predlaganim postopkom smo želeli optimalni prenos globalnih dinamskih lastnosti iz
eksperimenta prenesti na konsistenten numeričen model. Tekom razvoja osrednja ideja
temelji na minimiziranju medsebojnega vpliva dinamskih ostankov iz različnih mode-
lov. To je pogojeno z uporabo dodatnega koraka vmesne primerjave modelov rotacijski
referenci. Ločen postopek prekrivanja s translacijami in rotacijami nam omogoča do-
datno izbolǰsanje celotnega modela tako iz vidika translacij kot tudi rotacij. V kolikor
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Slika 5.21: Shematski potek tretjega koraka prekrivanja modelov.
bi uporabili tako Ypre, TT kot Ypre, TR sočasno, potem bi translacije izolirano popra-
vljale samo TT odsek hibridnega modela in bi imele onemogočen dostop do preostalih
prostostnih stopenj.
Po razširitvi s SEMM metodo razpolagamo z odzivnim modelom posamezne podstruk-
ture z vsemi ohranjenimi eksperimentalnimi prostostnimi stopnjami. Tukaj gre še
vedno za reducirano odzivno matriko, a je, zaradi vključenih povezovalnih koordinat,
to zadosten pogoj za izvedbo postopka dinamskega sklapljanja. Dodatno je potrebno


























1 0 0 0 0 0 ... −1 0 0 0 0 0 ...
0 1 0 0 0 0 ... 0 −1 0 0 0 0 ...
0 0 1 0 0 0 ... 0 0 −1 0 0 0 ...
0 0 0 1 0 0 ... 0 0 0 −1 0 0 ...
0 0 0 0 1 0 ... 0 0 0 0 −1 0 ...

















ki togo poveže prekrivajoče povezovalne prostostne stopnje linijskega kontakta med
podstrukturama A in B. Primerjava štirih primerov sklopljenega odziva celotnega sis-
tema skupaj z meritvijo in numeričnim rezultatom sistema AB je prikazana na sliki
5.22.
Sklopljeni dinamski odziv reduciranega nabora prostostnih stopenj, prikazan na sliki
5.22, se zelo dobro ujame z realno meritvijo na strukturi. Za dodatno referenco je
prikazana tudi numerična rešitev. Lastne frekvence in njihove amplitude sledijo tistim
iz meritev, medtem ko pride do nekoliko večjega odstopanja na območjih antiresonanc.
Upoštevati je potrebno tudi vpliv logaritemskega prikaza, ki manǰse vrednosti bolj iz-
razito prikaže. Hibriden odziv je tako brez naključnih pogreškov, nima izrazitih lažnih
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 5.22: Primerjava FPF sklopljenega sistema; a) FPF9xA9xA , b) FPF15xA21rzA , c)
FPF15yB16rzB , d) FPF21xB11ryA . (Eksperimentalne ( ), numerične ( ) in
sklopljene FPF ( ))
vrhov, kot posledico neujemanja dinamskih ostankov različnih modelov ter zadovoljivo
definira tako translacijske kot tudi rotacijske odzive. Za občutek doprinosa predsta-
vljenega hibridnega postopka v dinamiki podstruktur si v nadaljevanju poglejmo štiri
alternativne pristope. Primerjalni test je narejen na isti strukturi z isto merilno opremo
in eksperimentalno postavitvijo. Edina razlika je uporaba različnih povezovalnih ko-
ordinat, števila prostostnih stopenj in postopka sklapljanja. Prvi primer je sklopitev
podstruktur A in B z linijskim kontaktom, kjer se uporabi predlagan hibridni posto-
pek, vendar samo na osnovi translacijskih prostostnih stopenj. Slika 5.23a prikazuje
razporeditev povezovalnih koordinat in slika 5.23b primer rezultata FPF sklopljenega
sistema AB z numerično referenco.
Drugi primer je narejen prav tako na uporabi hibridnega postopka in translacijskih
prostostnih stopenj, a so te razporejene v več merilnih mest na strukturi, kot prikazuje
slika 5.24a. Rezultat FPF tovrstne sklopitve je na sliki 5.24b.
V tretjem primeru so uporabljene tako translacijske kot rotacijske prostostne stopnje v
linijskem kontaktu (slika 5.25a), vendar brez uporabe hibridnega postopka. Sklopljeni
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(a) (b)
Slika 5.23: Sklopljen sistem s translacijskim linijskim spojem; a) Razporeditev
merilnih mest na spoju, b) Primerjava numerične ( ) in sklopljene ( )
FPF12xA10rzA .
(a) (b)
Slika 5.24: Sklopljen sistem s translacijskim razširjenim linijskim spojem; a)
Razporeditev merilnih mest na spoju, b) Primerjava numerične ( ) in sklopljene
( ) FPF12xA10rzA .
odziv na sliki 5.25b je primer dobljenega rezultata.
Vzporedna primerjava treh alternativnih pristopov z rezultati hibridnega postopka ne-
koliko bolj izrazito izpostavi doprinos predlaganega postopka in hkrati občutljivost
tehnik dinamike podstruktur. Uporaba izključno translacijskih prostostnih stopenj je
v primeru prožnega linijskega kontakta nesprejemljiva, saj izgubimo velik del dinam-
skega odziva, zaradi zanemaritve prenosa vztrajnostnih momentov. Njihova linijska
razporeditev tako ne omogoča zaznavanja posameznih smeri, kar se lahko reši z doda-
tno uporabo rotacijskega zaznavala pospeškov. Nekoliko bolǰsi popis odziva dosežemo
z večjim naborom merilnih točk in njihovo široko razporeditvijo na kontaktni površini
(slika 5.25a). V kolikor nam dimenzije obravnavane strukture omogočajo takšno raz-
poreditev, je za razliko od prvega primera to bolǰsi način. V drugem primeru je delno
zajeto tudi rotacijsko gibanje, vendar še vedno pomanjkljivo definirana prožnost spoja.
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(a) (b)
Slika 5.25: Sklopljen sistem s translacijskim in rotacijskim linijskim spojem brez
uporabe hibridnega postopka; a) Razporeditev merilnih mest na spoju, b) Primerjava
numerične ( ) in sklopljene ( ) FPF12xA10rzA .
S hibridnim postopkom dobljeni rezultati so že zelo podobni numerični referenci z
nekoliko večjim odstopanjem amplitud lastnih frekvenc in odzivom nad 1500 Hz. V
tretjem primeru se odsotnost hibridnega postopka izrazi predvsem iz naslova zmožnosti
eliminacije merilnih pogreškov. Rezultat je ob prisotnosti vseh prostostnim stopenj v
kontaktu, zaradi občutljivosti metode sklapljanja med invertiranjem povezovalnih ma-
trik v enačbi (2.79), povsem neuporaben. Naključni in sistematični merilni pogreški
tekom postopka zašumijo koristen signal iz katerega ni možno identificirati dinamskih
lastnosti sistema. Doprinos hibridnega postopka se tako poleg eliminacije merilnih po-
greškov izkaže tudi v zmožnosti obravnave tankih prožnih linijskih kontaktov, ki jih
v primeru samo translacijskih meritev ni možno analizirati. Reševanje tovrstnih pro-
blemov se je do sedaj reševalo z uporabo dodatnih prirobnic [23]. Z njimi se razširi
kontaktna površina in nato z velikim številom translacijskih zaznaval posredno apro-
ksimira rotacije. Tak pristop v sistem vnese dodatno togost in maso spoja, s čimer
vplivamo na osnovne dinamskih lastnosti strukture. Hkrati je potrebno več merilnih
mest, ki vplivajo na čas trajanja eksperimenta.
5.1.7. Hibriden odziv v neizmerjenih prostostnih stopnjah
V kolikor analiza v šestem koraku hibridnega postopka zajema vse prostostne stopnje,
ki so v interesu strukturno dinamske analize, lahko označimo ta korak kot zadnji. V
nasprotnem primeru podani postopek omogoča dodatno razširitev izmerjenega odziva
tudi na obsežneǰsi nabor prvotno neizmerjenih prostostnih stopenj. Hibridni model
Yhib (poglavje 5.1.6.) sedaj postane prekrivni model, ki ga razdelimo na štiri kvadrante
RY
pre, TT/TR/RT/RR. Vsak kvadrant nato razdelimo na razširjen numeričen glavni mo-
del RY
gla, TT/TR/RT/RR, ki zajema nove iskane prostostne stopnje in mu pripǐsemo po-
samezni prekrivni model RY
pre, TT/TR/RT/RR, kot prikazuje shematski potek na sliki
5.26. Odstranjen model RY
ods, TT/TR/RT/RR je enake velikosti prekrivnemu. Ločena
razširitev za posamezni kvadrant nato omogoča združitev v končno obliko razširjene
hibridne odzivne matrike RY
hib posamezne podstrukture.
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Slika 5.26: Razširitev odziva na poljuben nabor prostostnih stopenj.
Za primer razširitve odzivnega modela posamezne podstrukture A in B (poglavja 5.1.6.)
na 65 prostostnih stopenj in nato uporaba v postopku sklopitve je na sliki 5.27 prikazan
primer dveh odzivov FPF. Indeksi tako označujejo merilno točko in smer, ki je bila
predhodno definirana že na sliki 5.4. Za referenco sklopljenim FPF služita numerični
in eksperimentalni odziv sklopljenega sistema.
(a) (b)
Slika 5.27: Primerjava FPF sestavljene strukture; a) FPF2xA9xA , b) FPF15xA21rzA .
(Eksperimentalne ( ), numerične ( ) in sklopljene FPF ( ))
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Postopek razširjanja dinamskega odziva na prvotno neizmerjene ali tekom kriterijskega
postopka izločene prostostne stopnje je v praksi zelo uporaben. Tehniko s pridom iz-
koristimo v primeru, kadar posamezna merilna mesta niso dostopna z merilno opremo
oziroma v njih ni možno izvesti vzbujanja. Ujemanje sklopljenih rezultatov z izmer-
jenimi FPF je tudi v razširjenih koordinatah sprejemljivo. Opazimo dobro ujemanje
tako lastnih frekvenc, kot tudi njihovih amplitud znotraj celotnega frekvenčnega in-
tervala. Nekaj odstopanja se pojavi v antiresonancah, ki pa nima večjega vpliva na
samo analizo. Delno odstopanje numeričnih odzivov od izmerjenih FPF nakazuje tudi
na dopuščanje majhnega odstopanja numeričnega modela od realne strukture, kar je
pravzaprav osnovni predpogoj za celotni postopek. V kolikor bi že v osnovi imeli na-
tančni numerični model, bi lahko sklopitev izvedli neposredno. Zavedati se je potrebno
tudi, da je predlagani hibridni postopek uporabljen na zelo enostavnem testnem sis-
temu, ki je značilen zgolj za akademsko obravnavo. Njegov numeričen model se tako
že v osnovi zelo dobro ujema z realnim stanjem in nudi odlično podporo tekom hibri-
dnega postopka dinamike podstruktur. Vendar pa trenutno stanje na tem področju še
vedno ne ponuja stabilnih in splošno uveljavljenih pristopov, ampak se razvoj nahaja
v fazi predlaganja novih teorij in postopkov, za kar sta potrebna kontrolirano okolje in
preprosta struktura. Pridobljeni rezultati v tej doktorski disertaciji pa nakazujejo na
obetaven potencial razvijanja metod sklapljanja v predlagani hibridni smeri z uporabo
vseh šest prostostnih stopenj.
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6. Zaključki
Osrednja tema doktorske naloge se znotraj širšega področja dinamike podstruktur
nanaša na razvoj hibridnega povezovanja dinamskih lastnosti podstruktur v odziv ce-
lotnega sistema. Za doseganje učinkovite analize obsežnih in kompleksnih izdelkov to-
vrsten pristop predstavlja pomembno alternativo klasičnemu postopku celovite obrav-
nave z metodami končnih elementov. Dinamski odziv sistemov je pogojen z globalno
porazdelitvijo masnih in togostnih lastnosti, za kar ni potreben natančen popis vseh po-
drobnosti. Iz tega razloga so bili v zadnjih desetletjih predstavljeni namenski pristopi v
petih domenah, med katerimi izstopata zlasti modalna v numeričnem in frekvenčna na
eksperimentalnem področju. Modalni parametri v prvi in frekvenčne prenosne funk-
cije v drugi predstavljajo bistveno bolj kompakten zapis dinamskih lastnosti, ki jih
lahko preko robnih in začetnih pogojev sklapljamo v večje enote. Zanašanje zgolj na
posamezno tehniko se v praksi izkaže za precej neuporabno. Numerični model ima
težavo popisati realne materialne in geometrijske lastnosti, medtem ko eksperimen-
talni pristop omejujejo merilni pogreški in nedostopnost rotacijskih odzivov. Iz tega
razloga je v tem delu predstavljen nov pristop povezovanja prednosti eksperimentalnih
in numeričnih podatkov v tako imenovano hibridno metodo dinamike podstruktur.
Izhodǐsče hibridnega postopka predstavlja numerični model, ki postavlja skeletno ogro-
dje prostostnih stopenj, na katere se pripǐsejo eksperimentalni dinamski odzivi. Povezo-
vanje modelov različnih izvorov predstavlja več stopenjski izziv, v katerem je potrebno
nasloviti eksperimentalno težko dostopne rotacije, definirati prožnost spojev in kompa-
tibilnost dinamskih ostankov med modeli. Postopki, ki ne zagotovijo nadzora nad vsemi
tremi področji, so se do sedaj, zaradi matematično občutljive operacije invertiranja v
postopku sklapljanja, izkazali za neučinkovite. Vsako odstopanje v definiciji modela
ali pridruženih merilnih pogreških vodijo v povsem neuporaben končen rezultat.
V namensko razvitem hibridnem postopku je raziskana možnost dodatne vključitve
direktno pridobljenih rotacijskih prostostnih stopenj. V večini strukturno dinamskih
aplikacijah so le te, zaradi težavnosti njihove pridobitve izpuščene, kar pomeni, da
zanemarimo kar 75 % celotne odzivne matrike. To dejstvo v dinamiki podstruktur
ni sprejemljivo, zaradi nepoznavanja vztrajnostnega momenta in s tem energije, ki se
prenaša med strukturami. Do sedaj izključno indirektni pristopi vključitev rotacij z
njihovo aproksimacijo na osnovi translacijskih odzivov so tukaj nadgrajeni z uvedbo
direktnega rotacijskega zaznavala pospeškov. Slednje se uporablja na področju testira-
nja varnosti avtomobilov pri trku in nadzorovanju obratovalnih lastnosti gredi, medtem
ko se v strukturni dinamiki še niso uveljavili. Sočasna uporaba vseh šest prostostnih
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stopenj zahteva ustrezno definicijo numeričnega modela. Večina volumskih končnih ele-
mentov namreč temelji zgolj na translacijskih prostostnih stopnjah, zato je bila tukaj
raziskana možnost dodatne uporabe tudi rotacij.
Izbrana testna struktura je zaradi potrebe po kontroliranem okolju in analizi vmesnih
korakov razvoja hibridnega postopka sorazmerno enostavna. Izvedba eksperimenta
zajema preučevanje vplivnih parametrov na meritev rotacijskih odzivov ter minimi-
ziranjem naključnih in sistematičnih pogreškov. Predstavljena je razlika v direktnem
in indirektnem zajemanju rotacij, možnost vzbujanja z momentom ter uporabno fre-
kvenčno območje. Nadalje je preučen vpliv posameznih postopkov procesiranja signa-
lov, pri čemer so ugotovitve implementirane v eksperimentalno delo. Dostop do rota-
cijskih odzivov omogoča izredno pomembno razširitev definicije prožnosti kontaktov.
Pokazano je, da dodatne tri prostostne stopnje omogočajo poleg klasičnih modalnih
oblik določiti tudi njihove naklone, kar predstavlja redundanco podatkov na podlagi
katerih bolj natančno definiramo dinamski odziv. Obravnavana lastnost je pomembna
tako za notranje koordinate iz vidika predoločenosti sistema in možnosti eliminacije po-
greškov preko identifikacijskih metod na osnovi najmanǰsih kvadratov ter predvsem za
povezovalne koordinate iz naslova definicije prožnosti kontaktov. Do sedaj predlagani
postopki so večinoma omejeni na toge točkovne spoje, saj se je rekonstruirana prožnost
preko translacij izkazala za nezanesljivo. Na drugi strani so linijski spoji obravnavani
z dodatno implementacijo prirobnic [80, 81], s čimer se razširi kontaktna površina, a s
tem poveča togost in doda masa osnovnemu sistemu. V tem doktorskem delu je tako
predlagan pristop direktne definicije prožnosti kontaktov, kar razširi uporabo na skla-
pljanje struktur z linijskimi kontakti brez strukturnih modifikacij. Postopek dodatno
omogoča manǰse število časovno zamudnih merilnih mest, kot tudi tanǰse linijske spoje
v debelini vse do velikosti zaznavala, ker ni potrebe po medsebojnem zamiku zaznaval
prečno na os rotacije.
Eksperimentalno pridobljene frekvenčne prenosne funkcije, zaradi vsebnosti merilnih
pogreškov, niso neposredno uporabne v nadaljnjem postopku. Na tem mestu osrednji
problem predstavlja postavitev meje za ločitev sprejemljivih izmerkov od tistih s pre-
velikim deležem pogreškov. Trenutno na tem področju ni uveljavljen noben tovrstni
kriterij, zaradi česar je v tem delu predstavljen namensko postavljen set izločevalnih
postopkov, ki temelji na eksperimentalni in numerični referenci. Eliminacija nekore-
liranih prostostnih stopenj je izvedena v modalni domeni. Po definiciji numeričnega
modela ter redukciji eksperimentalnih prostostnih stopenj na osnovi kriterijev sledi
osrednji del hibridnega postopka. Predstavljen je razvoj tridelnega prenosa globalnih
dinamskih lastnosti iz izmerkov na konsistenten numerični model. Osnovo predsta-
vlja metoda SEMM, katere uporabnost je bila razširjena za namen povezovanja ne-
ekvivalentnih modelov. Operiranje z modalnimi oblikami kot tudi nakloni modalnih
oblik predstavlja definicijo iste strukture z različnimi parametri. Njihovo sočasno apli-
kacijo na numerični model predstavlja dodano vrednost, s katero se doseže minimalno
odstopanje dinamskih ostankov. Predstavljeni postopek z optimalnim uteženim pre-
krivanjem robnih pogojev omogoča prenos izmerjenih odzivov brez nastanka fiktivnih
vrhov tekom sklapljanja. V prvi fazi hibridno povezovanje temelji zgolj na reduciranem
naboru iz eksperimenta ohranjenih prostostnih stopenj, ki pa ga je v drugem delu z
dodatnim postopkom možno uporabiti tudi na prvotno neizmerjenih prostostnih sto-




6.1. Znanstveni prispevek dela
Znanstveni prispevek v doktorski nalogi zajema dve področji, in sicer:
Implementacija direktno izmerjenih rotacijskih prostostnih stopenj v dina-
miko podstruktur in s tem povezana definicija prožnosti spoja: Predlagana
uporaba direktnega rotacijskega zaznavala pospeškov ter s tem razširitev odzivne ma-
trike na vseh šest prostostnih stopenj v postopku dinamike podstruktur omogoča fizi-
kalno bolj konsistentno definicijo strukturnih odzivov. Na ta način je izbolǰsan trenutno
uveljavljeni aproksimacijski pristop popisa kontaktnih lastnosti na osnovi translacij.
Postavljeni postopek nadalje omogoča razširitev uporabnosti iz togih točkovnih spojev
na prožne linijske kontakte, pri čemer ni potrebe po nikakršni strukturni modifikaciji
v obliki dodanih prirobnic za razširitev stičnih površin in pritrditev zaznaval prečno
na os rotacije. Število potrebnih merilnih mest se zmanǰsa ter njihova razporeditev
omogoča linijsko postavitev, s čimer je debelina linijskega kontakta omejena zgolj s
širino pritrdǐsča zaznavala.
Razvoj namenskega hibridnega postopka v dinamiki podstruktur na osnovi
povezovanja različnih modelov: Z namensko razvitim hibridnim postopkom so
naslovljene značilne omejitve v dinamiki podstruktur, kjer se na osnovi povezovanja
različnih modelov prenesejo prednosti posameznih v skupno celoto. Sedem stopenjski
proces zajema postavitev testnega sistema v eksperimentalnem okolju, njemu ekviva-
lenten numeričen model, set kriterijev za izločevanje nekoreliranih odzivov ter postopek
prenosa globalnih lastnosti izmerkov na numeričen skelet prostostnih stopenj. Izvi-
ren doprinos v tem delu predstavlja postopek povezovanja neekvivalentnih modelov
različnih izvorov v konsistenten odziv podstrukture iz vidika dinamskih ostankov. Po-
vezovanje različnih modelov namreč v splošnem vodi v neujemanje robnih pogojev, pri
čemer je ta problem tukaj naslovljen z iterativno pogojenim setom utežnih matrik za
optimalno eliminacijo prostostnih stopenj v odstranjenem modelu. Na ta način redu-
ciramo možnost nastanka lažnih vrhov v sklopljenem sistemu. Z uporabo hibridnega
postopka je dosežena tudi razširitev frekvenčnega intervala, znotraj katerega je moč
obravnavati strukturno dinamiko. Frekvenčna meja trenutno predlaganih postopkov
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